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INTRODUCTION
Origine de la the`se
Le proble`me industriel a` l’origine de cette the`se expe´rimentale nous a e´te´ pose´ par le Centre
Technique des Syste`mes Navals (C.T.S.N.) de Toulon. Il concerne la de´termination de la loi de
remplissage d’un re´servoir vertical place´ en immersion. Ce re´servoir est une chambre d’e´jection
laisse´e vide et qu’il convient de remplir d’eau pour re´tablir l’e´quilibre du sous marin. La question
pose´e par le C.T.S.N. est : Au bout de combien de temps doit-on fermer la porte du re´servoir
pour que la masse d’eau entre´e soit e´gale a` la masse e´jecte´e du re´servoir a` t = 0 ?
P0
h
g
L
2R
U
ρ
P
ρgaz
Figure 0.1: Sche´ma du proble`me pose´ par le C.T.S.N.
Une des premie`res expe´riences mene´e par le C.T.S.N. pour re´pondre a` cette question est sche´-
matise´e sur la ﬁgure 0.1. Le re´servoir cylindrique de longueur L et de rayon R est place´ a` une
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Figure 0.2: Expe´rience du CTSN : Sortie d’une bulle lors du remplissage du tube .
∆t entre deux images : 0,2 s.
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profondeur h, sous le niveau de la mer. La pression atmosphe´rique est note´e P0, g est l’acce´le´-
ration de la gravite´ et l’eau de mer est caracte´rise´e par sa densite´ ρ. A l’instant t = 0, la masse
e´jecte´e laisse a` l’inte´rieur du re´servoir un me´lange gazeux a` la pression P = P0 + ρgh de densite´
ρgaz petite devant ρ. Cette conﬁguration initiale d’un ﬂuide l´eger place´ sous un ﬂuide plus lourd
et soumis a` l’acce´le´ration de la gravite´ g dirige´e vers le ﬂuide le plus dense est instable au sens
de Rayleigh-Taylor [66], [67] et [76]. Ainsi, le gaz remonte a` la surface tandis que l’eau de mer
va remplir le re´servoir.
Figure 0.3: Expe´rience du CTSN : Niveau de l’eau dans le tube en fonction du temps. Les dimensions sont
de l’ordre du me`tre.
Un exemple d’essai sur une maquette est pre´sente´ sur la ﬁgure 0.2. Le temps entre deux photo-
graphies est de 0,2 s. L’appareillage de visualisation est place´ en sortie de tube. L’eau de mer
et le gaz s’e´changent par un oriﬁce unique, le retour a` l’e´quilibre s’eﬀectue par saccades. On
observe l’installation d’un re´gime pe´riodique de sortie de bulles de gaz et entre´e d’eau dans le
re´servoir. Les photographies de la ﬁgure 0.2 montrent la sortie d’une bulle d’air a` diﬀe´rents ins-
tants sur une pe´riode. Sur la premie`re image, la bulle n’est pas sortie et du liquide rentre dans
le re´servoir. La bulle apparaˆıt sur la seconde image sous une forme sphe´rique. Sur les images
3, 4 et 5, elle commence sa remonte´e a` la surface en entraˆınant dans son sillage une multitude
de bulles de tailles infe´rieures. Les images 6, 7 et 8 illustrent la remonte´e de ces bulles plus
petites avant l’apparition d’une nouvelle bulle. Ce cycle dont la dure´e peut eˆtre estime´e au vu
des images a` 1,4 s se re´pe`te une dizaine de fois au cours du remplissage du tube.
La ﬁgure 0.3 pre´sente l’enregistrement de la diﬀe´rence de pression entre le haut et le bas du
tube en fonction du temps. Les capteurs de pression sont place´s a` l’inte´rieur du re´servoir. De
cette diﬀe´rence de pression, le C.T.S.N. de´duit le niveau de l’eau dans le tube. Si nous nous
limitons a` l’analyse des temps, nous observons 6 oscillations durant les 9 premie`res secondes.
Ces oscillations sont dues a` la rentre´e pe´riodique d’eau et a` son impact sur le capteur de fond
de tube. La pe´riode peut eˆtre estime´e a` 9/6 =1,5 s. Apre`s ces 9 secondes, le tube est rempli a`
95 % et ﬁni de de´gazer.
4 Introduction
Proble`me traite´ et structure de la the`se
Si V (t) est le volume d’eau contenu dans le re´servoir en fonction du temps t, l’e´tude de la loi de
remplissage consiste a` de´terminer la loi :
V = f(t, ρ, ν, σ, P, L,R, h), (0.1)
ou` ν est la viscosite´ cine´matique du liquide et σ sa tension de surface. L’ensemble de l’e´tude
est place´ dans la limite ρ >> ρgaz et µ >> µgaz ou` µ et µgaz sont les viscosite´s dynamiques,
respectivement du ﬂuide dense et du ﬂuide le´ger. Cette hypothe`se est raisonnable dans le cadre
du proble`me pose´ ou` les gaz d’e´chappement ont une densite´ 1000 fois plus faible que la densite´
de l’eau de mer et une viscosite´ dynamique 100 fois plus faible.
Pour atteindre cet objectif, il est important de de´crire les diﬀe´rents phe´nome`nes accompagnant
le remplissage : nous observons, tout d’abord, un phe´nome`ne associe´ a` une e´chelle de temps
court : l’e´mission de bulles de gaz de taille comparable au rayon du re´servoir sous marin. Ce
temps court est, dans l’expe´rience re´alise´e par le C.T.S.N., de l’ordre de la seconde. Il y a ensuite
un temps long qui est celui du retour a` l’e´quilibre. C’est le temps ne´cessaire au remplissage du
re´servoir. Il est de l’ordre d’une dizaine de secondes. Le proble`me du remplissage pre´sente
donc un temps court d’oscillation (∼ 1,5 s dans l’expe´rience du C.T.S.N.) et un temps long de
remplissage (∼ 9 s).
Le fait que ces deux temps aient un ordre de grandeur diﬀe´rent va permettre de se´parer les
phe´nome`nes physiques : sur l’e´chelle du temps long, on ne voit pas les oscillations et le remplis-
sage est continu. Au contraire, sur l’e´chelle du temps court, le niveau moyen ne change pas et
l’on oscille autour d’une position moyenne ﬁxe. Pour l’e´tude du temps long de remplissage, la
se´paration d’e´chelle est a` l’origine de la syme´trie entre le proble`me du remplissage d’un re´servoir
sous marin et la vidange dans l’air de ce re´servoir initialement rempli de liquide.
L’e´tude expe´rimentale de cette seconde conﬁguration de vidange est bien plus aise´e dans la
mesure ou` le phe´nome`ne est re´ellement continu, l’interface bien plus facile a` repe´rer et les
volumes de ﬂuide mis en jeu bien plus re´duits. Ce dernier point va nous permettre d’utiliser des
ﬂuides de viscosite´ et de tension de surface tre`s diﬀe´rents de l’eau et de de´terminer par la` meˆme
l’inﬂuence de ces deux parame`tres physiques majeurs.
L’e´tude de la vidange des tubes est reporte´e dans la partie I. La pertinence de la syme´trie
remplissage/vidange pour l’e´tude des temps long est e´tablie dans la partie II. L’e´tude des temps
courts occupe l’ensemble de la partie III.
Cadre ge´ne´ral de l’e´tude et autres phe´nome`nes implique´s
Nous ramenons le proble`me pose´ par le C.T.S.N. a` l’e´tude du retour a` l’e´quilibre de deux ﬂuides
immiscibles initialement instable au sens de Rayleigh-Taylor. L’origine physique et l’e´tude de
l’instabilite´ de Rayleigh-Taylor est rappele´e en annexe A.
Si cette instabilite´ a e´te´ initialement e´tudie´e par Lord Rayleigh [67] qui s’inte´ressait aux me´-
canismes de production de gouttes et de bulles, elle fait actuellement l’objet d’une litte´rature
abondante due en grande partie a` son importance dans le phe´nome`ne de fusion induite par
conﬁnement inertiel. Cette me´thode de mise en œuvre de la fusion nucle´aire consiste a` irradier
par laser la face externe d’une coque contenant un me´lange Deute´rium-Tritium, l’instabilite´
apparaˆıt lorsque le ﬂuide le´ger (les mate´riaux vaporise´s par ablation) pousse le ﬂuide lourd
(mate´riau encore solide). La quantite´ d’e´nergie a` mettre en œuvre pour initier la fusion de´pend
tre`s fortement de la syme´trie sphe´rique du front d’ablation par Laser, il est donc devenu im-
portant ces vingt dernie`res anne´es de comprendre le me´canisme de de´stabilisation de ce front
[57]. Toujours dans le domaine de la fusion nucle´aire, on peut citer l’implication de l’instabilite´
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de Rayleigh-Taylor dans le phe´nome`ne d’implosion e´lectromagne´tique d’une couche me´tallique
[34]. Cette instabilite´ intervient aussi dans des phe´nome`nes naturels tels que, par exemple, le
renversement de l’exte´rieur du cœur d’une e´toile massive lors de son eﬀondrement [74] ou la
formation de jet extreˆmement lumineux dans des nuages gazeux en rotation [63].
La premie`re phase de l’instabilite´ de Rayleigh-Taylor est parfaitement de´crite par une the´orie
line´aire qui est de´taille´e dans la section A.2. La seconde phase de l’instabilite´ de Rayleigh-Taylor
se caracte´rise par la fusion des bulles de diﬀe´rentes tailles issues de l’instabilite´. La synthe`se
bibliographique de ces me´canismes de fusion de bulle est pre´sente´e dans la section A.3.
Le retour a` l’e´quilibre s’accompagne donc d’un phe´nome`ne de de´placement de l’interface entre
les ﬂuides sous la forme de bulles. Cette e´tude s’applique a` une multitude de proble`mes associe´s :
Dans le domaine de l’inge´nierie chimique, cite´ par J. Magnaudet et I. Eames [53], les interfaces
gaz-liquides ont une inﬂuence sur le me´lange des constituants et sur les e´changes de chaleur
intervenant dans les re´acteurs chimiques. De meˆme, le de´placement d’interface intervient dans
la fabrication des alliages, joue sur le bon fonctionnement des e´changeurs de chaleur a` deux
phases et sur les phe´nome`nes d’e´bullition-condensation dans les centrales thermiques.
Lors du forage d’un puits de pe´trole, les de´chets cre´e´s par le foret sont aspire´s vers la surface le
long de l’axe de forage. Cette boue visqueuse peut eˆtre parcourue par de longues bulles de gaz
qui de´coupent le liquide en bouchon de haute densite´. Ces bouchons, appele´s "Slug", cre´ent des
forces conside´rables sur la structure lors des changements de direction ou lors de leur arrive´e
dans une pompe ou tout autre e´quipement industriel de forage. A. E. Dukler et J. Fabre [27]
pre´sentent une synthe`se de l’occurrence de ces e´coulements appele´s "Slug ﬂow". Un bilan des
mode´lisations mene´es sur ces e´coulements est pre´sente´ par J. Fabre et A. Line´ [29]. Dans un
autre contexte, le refroidissement d’urgence de re´acteurs nucle´aires ne´cessite l’intervention de
ces "Slug ﬂow", aﬁn d’augmenter les coeﬃcients d’e´change thermique. Cet e´coulement prend
place dans des tubes non-circulaires. C’est un domaine industriel ou` l’inﬂuence de la forme des
tubes doit eˆtre prise en compte pour la compre´hension des de´placements d’interfaces.
L’exemple de la remonte´e de bulle lors du forage de puits montre qu’il est inte´ressant de
comprendre la propagation d’interface se de´roulant dans un environnement visqueux a` l’inte´rieur
d’une conﬁguration toro¨ıdale autour de l’axe de forage. De meˆme, le transport du pe´trole des
profondeurs vers la surface est le cadre de la propagation de bulles de gaz dans un environnement
visqueux.
Dans le cadre de la microﬂuidique, ce sont des eﬀets de tension de surface qui apparaissent.
Ces eﬀets peuvent concerner la propagation d’une bulle dans un capillaire sanguin ou dans
une seringue, phe´nome`ne qu’il est d’important de savoir controˆler (ou e´viter tout simplement).
De manie`re moins vitale, les capillaires des imprimantes a` jet d’encre peuvent eˆtre le sie`ge
de propagation de bulles de gaz. Des pre´sentations de diﬀe´rents syste`mes microﬂuidiques sont
propose´es par P. Gravesen, J. Branebjerg et O. S. Jensen [36], S. Shoji et M. Esachi [73] et
I. Mas [55].
6 Introduction
PARTIE I
E´TUDE DE LA VITESSE DES BULLES INFINIES

1. PROBLE`ME POSE´
1.1 Introduction
Les e´tudes les plus anciennes sur les bulles inﬁnies semblent venir de l’e´cole allemande du de´but
du sie`cle autour de L. Prandtl (H. Blasius [12] et Fo¨rster [30]). La seconde vague de travaux
sur le sujet a e´te´ initie´e par D. Dumitrescu [28], aussi e´tudiant de L. Prandtl, en 1943, sept
ans avant l’article le plus re´fe´rence´ du sujet de R.M. Davies et S.G. Taylor [25] en 1950. En
observant les dates de publication, il est diﬃcile de ne pas relier ces e´tudes aux deux guerres
mondiales et, plus pre´cise´ment, au de´veloppement des sous-marins.
g
(a)
z
Rf
θ
liquide
air
Ub
R
z
(b)
air
Ub
liquide
Figure 1.1: Pre´sentation du proble`me : (a) cas ge´ne´ral (b) tube cylindrique
Le proble`me que nous e´tudions est illustre´ sur la ﬁgure 1.1-(a) : une longue bulle remonte dans
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un tube vertical de section arbitraire, initialement rempli d’un liquide caracte´rise´ par sa densite´
ρ, sa viscosite´ cine´matique ν et sa tension de surface σ. La dynamique de la remonte´e est
gouverne´e par l’acce´le´ration de la gravite´ g et caracte´rise´e par une vitesse constante Ub. Si Rf
est une longueur caracte´risant la forme du tube, le proble`me est de de´terminer la loi :
Ub = f(g, ρ, ν, σ,Rf ) (1.1)
La photographie pre´sente´e sur la ﬁgure 1.2 est un exemple de bulle inﬁnie se propageant dans
un tube cylindrique vertical. Cette photographie a e´te´ prise avec un tube de rayon R = 0,040 m,
initialement rempli d’eau. Cette bulle remonte dans le tube a` une vitesse Ub = 0,305 m.s−1. On
remarque que le nez de la bulle est quasi sphe´rique et qu’il se forme un ﬁlm de ﬂuide d’e´paisseur
non nulle entre la bulle et la paroi du tube. L’e´paisseur de ce ﬁlm diminue avec la distance a`
l’apex.
R = 0,04 m
g
Ub
Figure 1.2: Photographie d’une bulle inﬁnie se propageant dans un tube cylindrique de rayon R = 0,040 m
rempli d’eau. La vitesse Ub d’ascension est 0,305 m.s
−1
1.2 Re´sultats de la litte´rature et parame`tres de similitude
Dans le cas des tubes cylindriques, Rf = R (ﬁgure 1.1-(b)), l’e´tude des bulles inﬁnies a e´te´
initie´e par D. Dumitrescu [28]. En conside´rant la limite des grands nombres de Reynolds,
Re ≡ UbR/ν >> 1, D. Dumitrescu a montre´, de manie`re expe´rimentale et the´orique, que la
vitesse Ub varie comme :
Ub = K1
√
gR avec K1 ≈ 0, 5. (1.2)
Il a aussi e´tudie´ l’inﬂuence de la courbure de l’interface en observant la propagation de bulles
dans des tubes de tailles comparables avec la longueur capillaire a ≡ √σ/(ρg). Ses re´sultats
expe´rimentaux avec des bulles d’air se propageant dans de l’eau sont pre´sente´s sur le tableau
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1.1. De gauche a` droite, il pre´sente le diame`tre D du tube, le rapport des longueurs P = D/a
D (cm) P = D/a K1 Bo = (R/a)2
0,99 3,70 0,28 3,42
2,00 7,48 0,47 13,99
3,76 14,06 0,49 49,42
7,00 26,18 0,49 171,35
Table 1.1: Copie du tableau 4 de D. Dumitrescu. Dans la version originale, K1 est note´ λ. Nous avons rajoute´
en dernie`re colonne le nombre de Bond, Bo
et la valeur mesure´e de K1 = Ub/
√
gR. Nous avons rajoute´ en dernie`re colonne la valeur du
nombre de Bond Bo ≡ (R/a)2. De ce tableau, il en de´duit que l’e´quation (1.2) s’applique dans
la limite D/a > 8 ce qui correspond a` Bo > 16. En dessous de cette limite, K1 n’est plus
constant mais devient une fonction croissante du rapport D/a.
Le travail le plus cite´ sur ce proble`me des bulles inﬁnies remontant dans des tubes a e´te´ e´crit
par R.M. Davies et S.G. Taylor [25]. Cet article, pre´sente´ en deux parties, concerne, dans un
premier temps, le proble`me de la bulle lenticulaire remontant dans un milieu inﬁni et, dans
une seconde partie, le proble`me des bulles inﬁnies dans des tubes. Les re´sultats obtenus sur les
bulles inﬁnies dans de l’eau sont pre´sente´s dans le tableau 1.2. R.M. Davies et S.G. Taylor ne
D (cm) K1 Re Bo
1,23 0,40-0,41 600 5
2,16 0,447-0,468 1600 16
7,94 0,466-0,490 12000 211
Table 1.2: Copie du tableau 4 de R.M. Davies et S.G. Taylor. La dernie`re colonne pre´sentant le nombre de
Bond a e´te´ rajoute´ par nos soins.
discutent pas du proble`me de la courbure mais attribuent plutoˆt la diminution de K1 dans les
petits tubes a` des eﬀets visqueux : It will be seen that the values of Ub/
√
gR are nearly constant
but tend to rise slightly with diameter. This is probably an eﬀect of viscosity.
Expe´rimentalement, les e´tudes les plus comple`tes de la litte´rature sur la remonte´e de bulles
inﬁnies dans des tubes cylindriques sont l’œuvre de E. E. Zukoski [87] et E. T. White
et R. H. Beardmore [83]. E. E. Zukoski montre que les eﬀets de courbure apparaissent pour
Bo < 10 et que les eﬀets visqueux sont ne´gligeables si Re > 200. A faible nombre de Reynolds,
Re < 4, E. T. White et R. H. Beardmore montrent que :
Ub = K2
gR2
ν
avec K2 ≈ 0, 038. (1.3)
Ils montrent que cette valeur de K2 est constante si Bo > 17, 5.
L’annexe B pre´sente une synthe`se bibliographique plus comple`te sur le proble`me de la vitesse
des bulles inﬁnies.
1.3 Espace des parame`tres et plan de l’e´tude
La discussion pre´ce´dente nous permet de dessiner le diagramme de phase dans lequel notre
e´tude doit eˆtre mene´e. Ce diagramme est pre´sente´ sur la ﬁgure 1.3. L’eﬀet de courbure sur la
vitesse de remonte´e est pre´sente´ sur l’axe vertical avec le nombre de Bond (Bo) et l’inﬂuence de
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Figure 1.3: Espace des parame`tres
la viscosite´ apparaˆıt sur l’axe horizontal au travers du nombre de Reynolds (Re). Les diﬀe´rentes
ﬂe`ches Aij correspondent aux transitions entre les re´gions i et j. Puisque nous e´tudions l’eﬀet
de la forme du tube, nous devons eˆtre prudent sur la de´ﬁnition de Re et Bo. Ces de´ﬁnitions
seront pre´cise´es plus tard. Pour le moment, nous devons juste garder a` l’esprit que la courbure
et la viscosite´ sont les eﬀets que nous conside´rerons en plus de la ge´ome´trie du tube. Pour la
discussion pre´sente, nous conside´rons un tube cylindrique de rayon R pour lequel ces nombres
sont de´ﬁnis par Re ≡ UbR/ν et Bo ≡ (R/a)2. On distingue 4 re´gions dans le diagramme 1.3.
A faible nombre de Reynolds, l’e´coulement est domine´ par la viscosite´, on parlera de bulles
‘visqueuses’. A grand nombre de Reynolds l’e´coulement est insensible a` la valeur de la viscosite´
du ﬂuide, on parle alors de bulles ‘inertielles’. De meˆme, a` faible nombre de Bond, la dynamique
de l’interface est pilote´e par la tension de surface tandis qu’a` grand nombre de Bond, cette
dynamique est inde´pendante de σ.
Dans la mesure ou` le moteur de la remonte´e des bulles est la gravite´ et les freins sont soit
inertiels, soit visqueux, nous utilisons les nombres sans dimensions :
Π =
Frein
Moteur
. (1.4)
Soit :
Fr =
Inertie
Gravite´
=
ρU2b
ρgR
=
U2b
gR
(1.5)
et
St =
Viscosite´
Gravite´
=
µUb/R
ρgR
=
νUb
gR2
(1.6)
Dans le re´gime purement inertiel de la re´gion 1, la vitesse des bulles re´sulte d’un e´quilibre
gravite´-inertiel et l’on observe expe´rimentalement que le nombre de Froude, Fr, est constant,
i.e. Ub =
√
Fr∞
√
gR. De la meˆme fac¸on, dans le re´gime purement visqueux de la re´gion 2, la
vitesse des bulles re´sulte d’un e´quilibre gravite´-viscosite´ et l’on observe expe´rimentalement que
le nombre de Stokes, St, est constant, i.e. Ub = St∞(gR2)/ν. Dans le cas des tubes cylindriques,
ces deux comportements sont observe´s avec Fr∞ = 0,25 et St∞ =0,038.
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A la transition entre ces 2 domaines, les deux expressions de la vitesse sont e´galement valides
et l’on de´duit que la transition doit se produire pour un rayon de tube, Rc, tel que :
√
Fr∞
√
gRc = St∞
gR2c
ν
(1.7)
Soit
Fr∞ gRc = St2∞
g2R4c
ν2
(1.8)
d’ou`
R3c =
Fr∞
St2∞
ν2
g
(1.9)
Soit encore :
Rc =
(
Fr∞
St2∞
)1/3(ν2
g
)1/3
(1.10)
et
Rc
lν
=
(
Fr∞
St2∞
)1/3
(1.11)
ou` lν ≡ (ν2/g)1/3 est la longueur visqueuse. Lorsque le rayon R du tube est grand compare´ a`
Rc, les eﬀets visqueux sont ne´gligeables devant les eﬀets inertiels. Inversement, dans la gamme
R < Rc, les eﬀets visqueux dominent.
La tradition impose d’e´valuer les eﬀets visqueux au travers du nombre de Reynolds :
Re =
Inertie
Viscosite´
=
ρU2b
µUb/R
=
UbR
ν
(1.12)
Ces trois nombres sont e´videmment lie´s par la relation :
Inertie
Viscosite´
=
Inertie
Gravite´
.
Gravite´
Viscosite´
(1.13)
Re =
Fr
St
(1.14)
Concernant les eﬀets de courbure, nous utilisons le nombre de Bond qui compare les eﬀets de la
gravite´ aux eﬀets de courbure :
Bo =
Gravite´
Courbure
=
ρgR
σ/R
=
ρgR2
σ
=
(
R
a
)2
. (1.15)
Nous venons de mettre en e´vidence deux e´chelles de longueur : la longueur visqueuse lν et la
longueur capillaire a. Les transitions Aij entre les diﬀe´rentes re´gions du diagramme de phase
1.3 vont de´pendre de la position relative de l’e´chelle ge´ome´trique vis a` vis de ces deux longueurs
caracte´ristiques. Trois cas sont alors envisageables : Sur la ﬁgure 1.4-(a), nous pre´sentons la
conﬁguration A ou` la longueur capillaire est plus grande que la longueur visqueuse a >> lν .
Lorsque le rayon du tube est grand par rapport a` a, la bulle associe´e appartient a` la re´gion 1 :
les eﬀets de courbure sont ne´gligeables ainsi que les eﬀets visqueux. En diminuant le rayon R,
on rentre dans la re´gion 3, lν < R < a : la bulle est inertielle mais les eﬀets de courbure ne
peuvent plus eˆtre ne´glige´s. Finalement, si R devient infe´rieur a` lν , la bulle appartient a` la re´gion
4 ou` la bulle est visqueuse et inﬂuence´e par la courbure et par la viscosite´.
Le rapport a/lν peut s’e´crire :
a
lν
=
(
σ3
ρ3gν4
)1/6
(1.16)
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Figure 1.4: Conﬁguration A : la longueur capillaire est supe´rieure a` la longueur visqueuse : (a) position
relative des diﬀe´rentes longueurs (b) transitions possibles correspondantes dans le diagramme des phases
Ce nombre sans dimensions est appele´ nombre de Morton dans la communaute´ des bulles
suivant l’e´tude de W. L. Haberman et R. K. Morton [37] publie´e en 1954. Cependant, comme
il est mentionne´ par G. D. Fulford [31], P. L. Kapitsa [41] introduit en 1948 la meˆme grandeur
adimensionne´e dans son e´tude sur l’e´coulement de ﬁlms minces. Nous allons donc utiliser la
de´nomination de ‘nombre de Kapitsa’ pour de´signer le rapport des longueurs, Ka ≡ a/lν . Dans
un champ gravitationnel donne´, ce nombre ne de´pend que des proprie´te´s physiques du liquide.
Par exemple, l’eau dans le champ gravitaire terrestre a un nombre de Kapitsa Ka ≈ 57. Cette
valeur, grande devant 1, implique que la longueur capillaire est tre`s grande devant la longueur
visqueuse. L’eau peut donc eˆtre utilise´e pour e´tudier les transitions A13 et A34 comme pre´sente´
sur la ﬁgure 1.4-(b). On peut aussi conclure qu’il n’est pas possible d’utiliser de l’eau pour
e´tudier les autres transitions.
a
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Figure 1.5: Conﬁguration B : la longueur visqueuse est supe´rieure a` la longueur capillaire : (a) position
relative des diﬀe´rentes longueurs (b) transitions possibles correspondantes dans le diagramme des phases
Sur la ﬁgure 1.5-(a), nous pre´sentons la conﬁguration B ou` la longueur visqueuse est supe´rieure
a` la longueur capillaire Ka << 1. Lorsque R diminue, les bulles correspondantes appartiennent
successivement a` la re´gion 1 puis 2 et ﬁnalement 4. Les transitions correspondantes, A12 et A24,
sont pre´sente´es sur la ﬁgure 1.5-(b). L’huile silicone V12500 est, par exemple, caracte´rise´e sur la
terre par Ka ≈ 0,06 << 1. Cette huile peut donc eˆtre utilise´e pour e´tudier les transitions A12
et A24.
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Figure 1.6: Conﬁguration C : la longueur visqueuse est e´gale a` la longueur capillaire : (a) position relative
des diﬀe´rentes longueurs (b) transition possible correspondante dans le diagramme des phases
Le cas spe´cial Ka = 1 ou` a = lν est pre´sente´ sur la ﬁgure 1.6-(a). Avec ce liquide spe´ciﬁque,
lorsqu’on diminue le rayon R la bulle passe de la re´gion 1 a` la re´gion 4. Ce liquide doit eˆtre
utilise´ pour e´tudier la transition A14.
a R
1 34
lν
Figure 1.7: Conﬁguration A : le blocage de la bulle pour R ∼ a empeˆche l’e´tude de la transition A34
On peut remarquer qu’il existe des transitions impossibles : du fait du blocage des bulles dans
les tubes tels que R ∼ a, il est impossible d’observer la transition A34 comme illustre´ sur la
ﬁgure 1.7.
La ﬁgure 1.8 pre´sente le cas de la transition A23. On constate qu’il ne peut exister de liquide
pre´sentant cette conﬁguration. L’e´tude de la transition A23 est donc impossible.
a R
 2
a
 3
lν
Figure 1.8: Conﬁguration ne´cessaire a` l’e´tude de la transition A23
Les seules transitions possibles sont pre´sente´es sur la ﬁgure 1.9.
Cette discussion ge´ne´rale illustre le lien entre le diagramme de phase et les liquides a` utiliser
pour son e´tude au travers du rapport des longueurs a/lν .
Dans le chapitre 2, nous pre´sentons le montage expe´rimental utilise´ pour l’e´tude des 4 re´gions
pre´sente´es sur la ﬁgure 1.3, ainsi que le protocole de mesure de la vitesse des bulles. Le chapitre
3 pre´sente les observations expe´rimentales pour chacune des re´gions du diagramme des phases.
L’approche analytique mise en place pour mode´liser la remonte´e des bulles inﬁnies est pre´sen-
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Figure 1.9: Pre´sentation des transitions possibles
te´e dans le chapitre 4. Cette me´thode ge´ne´rale de de´termination de la vitesse Ub est ensuite
confronte´e a` nos re´sultats expe´rimentaux au chapitre 5.
2. MONTAGE EXPE´RIMENTAL
2.1 Description du montage et du protocole
caméra
potence
tube
nez de la bulle
Traitement de l’image
Mac
écran diffuseur
lampe halogène
bac de réception
Figure 2.1: Sche´ma du montage expe´rimental
Le montage expe´rimental est sche´matise´ sur la ﬁgure 2.1. Un tube, en PVC transparent ou
en verre, est maintenu en position verticale sur une potence en aluminium. Il est initialement
rempli de liquide et ferme´ dans sa partie supe´rieure. Au temps t = 0, on ouvre la base du tube
et l’on ﬁlme la remonte´e de l’interface. Le tube e´tant transparent, la visualisation de la bulle
s’eﬀectue en plac¸ant un e´cran diﬀuseur en PVC translucide derrie`re le tube et en e´clairant cet
e´cran avec une lampe haloge`ne de 1000 W. Ce mode d’e´clairage permet d’obtenir des images
tre`s contraste´es de l’interface air-liquide avec un fond parfaitement uniforme (cf ﬁgure 1.2).
Une came´ra CCD enregistre le mouvement de l’interface a` 25 images/seconde. Les images sont
re´cupe´re´es sur un ordinateur et leur traitement informatique nous permet de calculer la vitesse
du nez de la bulle Ub. Il peut eˆtre ne´cessaire de traiter les images pour ame´liorer le contraste de
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manie`re a` mieux repe´rer la position de l’apex de la bulle.
Une des diﬃculte´s expe´rimentales rencontre´es concerne l’ouverture du tube qui doit perturber
le moins possible le de´part de la bulle. Nous avons donc bouche´ le tube par une plaque de
plastique rigide de poids ne´gligeable (feuille de papier transparent pour re´tro-projecteur), ce
bouchon a constitue´ la plus eﬃcace de toutes les solutions teste´es : il empeˆche le liquide de
s’e´couler tout en s’enlevant tre`s facilement d’une simple pousse´e horizontale en intervenant le
moins possible sur les premiers instants de la remonte´e de la bulle inﬁnie. Lorsque les dimensions
des tubes ne permettent plus d’utiliser cette me´thode, du fait de la perte de rigidite´ du plastique
sur de grandes longueurs, nous avons utilise´ des plaques de bois sur lesquelles est colle´e de la
mousse ne´opre`ne de 5 mm d’e´paisseur. La mousse ne´opre`ne assure l’e´tanche´ite´ du bouchon et
la plaque de bois, sa rigidite´. Ce dernier bouchon perturbe notablement l’installation de la bulle
ce qui ne´cessite des tubes de grandes longueurs : de l’ordre de 10 fois le diame`tre pour les tubes
cylindriques.
La verticalite´ du tube est un parame`tre auquel nous avons e´te´ tre`s attentif : l’e´tude expe´rimen-
tale de E. E. Zukoski sur l’inﬂuence de l’angle montre que la vitesse des bulles inﬁnies augmente
tre`s rapidement lorsque le tube s’e´carte de la verticale. Pour un tube de rayon R = 0,089 m et
un syste`me air-eau, l’e´cart de vitesse pour un angle de 2,5◦ par rapport a` la verticale est de 2 %
et de 20 % pour un e´cart de 10◦ (cf ﬁgure 5 de [87]).
On peut aussi citer les eﬀets de la tempe´rature ambiante sur nos re´sultats d’expe´riences : la
tempe´rature jouant un roˆle non ne´gligeable pour la viscosite´ des liquides, nous travaillons dans
une salle climatise´e a` 25◦C. De plus, dans le cas des bulles visqueuses, il faut attendre longtemps
avant de de´buter l’expe´rience de fac¸on a` de´gazer le liquide.
Pour les bulles remontant dans des petits tubes, nous avons rencontre´ avec l’eau des proble`mes
de mouillabilite´ des parois. Ces proble`mes ont e´te´ re´solus en utilisant de l’e´thanol, de l’e´ther,
de l’hexane ou du pentane a` la place de l’eau. Les huiles silicone, du fait de leur faible tension
de surface, ne pre´sentent pas de proble`me de mouillage des parois.
2.2 Pre´sentation des tubes
Les tubes e´tudie´s sont de section circulaire, carre´e, triangulaire et rectangulaire. Nous avons
aussi utilise´ un tube de forme toro¨ıdale. Chaque forme de tube posse`de une longueur carac-
te´ristique : le rayon R pour les tubes cylindriques, les cote´s, Cc et Ct, pour les carre´s et les
triangles e´quilate`res. Le cas du tube a` section rectangulaire est plus de´licat : il posse`de deux
longueurs caracte´ristiques : la largeur l et l’e´paisseur h. Nous utiliserons un rayon e´quivalent
pour caracte´riser les e´coulements dans les tubes de forme non cylindrique. Le rayon e´quivalent
est le rayon d’un cercle de meˆme surface que la section. Les re´sultats expe´rimentaux seront donc
pre´sente´s dans un premier temps en fonction de ce rayon e´quivalent. Les diﬀe´rentes de´ﬁnitions
du pe´rime`tre, de la surface de la section et du rayon e´quivalent pour chaque ge´ome´trie de tube
sont pre´sente´es dans le tableau 2.1.
Cylindrique Carre´ Triangulaire Rectangulaire
Longueurs rayon R cote´ Cc cote´ Ct largeur l et e´paisseur h
Surface S πR2 C2c (
√
3/4)C2t l.h
Pe´rime`tre P 2πR 4.Cc 3.Ct 2(l + h)
Requ R
√
C2c /π
√
(
√
3/4)C2t /π
√
l.h/π
Table 2.1: De´ﬁnitions du pe´rime`tre, de la surface et du rayon e´quivalent pour les diﬀe´rentes sections de tube
utilise´es
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La mesure des dimensions des tubes se fait a` l’aide d’un pied a` coulisse a` aﬃchage digital. Le
rayon des tubes cylindriques varie de 0,0017 m jusqu’a` 0,0860 m. Les caracte´ristiques des tubes
de ge´ome´trie diﬀe´rente varient dans la meˆme gamme. Ces tubes sont de´taille´s en annexe C.
Nous avons e´tudie´ la propagation d’une bulle inﬁnie dans une centaine de tubes de formes et de
dimensions diﬀe´rentes.
Aﬁn de re´aliser des tubes de section carre´e et triangulaire de tre`s petites sections, nous avons
eu recours a` une astuce expe´rimentale pre´sente´ sur la ﬁgure 2.2. Nous avons construit un tube
liquide
Ct
Cc
liquide
Profil
Profil
(a) (b)
Figure 2.2: Sche´ma explicatif de la me´thode de montage des tubes de petites dimensions. (a) : tube a` base
triangulaire, (b) : tube a` base carre´e
de la plus petite dimension possible dans les ateliers du laboratoire tout en s’assurant que les
dimensions internes du tube soient homoge`nes sur toute la longueur. Ce tube a un cote´ inte´rieur
de 0,010 m dans le cas du carre´ et de 0,015 m dans le cas triangulaire. Puis, un proﬁl en PVC (cf
ﬁgure 2.2) a e´te´ ajuste´ dans le tube de manie`re a` le remplir parfaitement. On a ensuite enleve´
1/10e de millime`tre au sommet du proﬁl triangulaire et creuse´ un carre´ de 1/10e de millime`tre
de cote´ dans le proﬁl carre´ pour re´aliser notre premier tube. En enlevant 1/10e de millime`tre
par 1/10e de millime`tre aux deux proﬁls, on a ainsi fait varier les dimensions de nos tubes carre´s
et triangulaires de 1/10e de millime`tre jusqu’a` des dimensions de l’ordre du centime`tre.
L’ajustement du proﬁl au de´but du processus est l’e´tape la plus de´licate, on verra sur nos
re´sultats expe´rimentaux qu’il peut y avoir des fuites de liquide dues a` un ajustement trop laˆche
du proﬁl.
Des diﬃculte´s sont apparues concernant la visualisation de l’interface dans les tubes de section
carre´e et triangulaire de petites dimensions. En eﬀet, l’utilisation d’un proﬁl ajuste´ non trans-
parent ne permet pas de bonne condition de vision de la bulle. Dans ce cas, nous avons proﬁte´
de la relative lenteur des bulles pour mesurer leur vitesse en chronome´trant leur de´placement
entre deux marques faites sur le tube.
2.3 Pre´sentation des ﬂuides
Le tableau 2.2 pre´sente les ﬂuides utilise´s dans nos expe´riences. De gauche a` droite et pour
chaque ﬂuide, nous avons reporte´ la densite´ ρ en kg.m−3, la viscosite´ cine´matique ν en m2.s−1,
la tension de surface σ en N.m−1, la longueur capillaire a en m et le nombre de Kapitsa.
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Fluide ρ (kg.m−3) ν (m2.s−1) σ (N.m−1) a (m) Ka
Eau 993 10−6 0,0700 2,7.10−3 57
E´thanol 785 1,47 10−6 0,0215 1,7.10−3 28
Pentane 623 0,37 10−6 0,0162 1,6.10−3 68
Hexane 653 0,46 10−6 0,0184 1,7.10−3 61
E´ther 705 0,32 10−6 0,0173 1,6.10−3 72
Huile V5 913 5 10−6 0,0225 1,6.10−3 12
Huile V20 942 2 10−5 0,0225 1,6.10−3 4,5
Huile V50 948 5 10−5 0,0225 1,6.10−3 2,5
Huile V100 952 10−4 0,0225 1,6.10−3 1,5
Huile V300 952 3 10−4 0,0225 1,6.10−3 0,7
Huile V1000 965 10−3 0,0225 1,5.10−3 0,3
Huile V12500 965 1,25 10−2 0,0225 1,5.10−3 0,06
Huile V100000 965 0,1 0,0225 1,5.10−3 0,02
Table 2.2: Proprie´te´s physiques des ﬂuides utilise´s (a` 25◦C)
La densite´ est mesure´e par simple pese´e de 250 cm3 de liquide. La valeur de la viscosite´ est
obtenue graˆce a` un viscosime`tre capillaire pour les faibles viscosite´s et de type Couette pour les
plus fortes viscosite´s. L’utilisation des huiles silicone nous permet de faire varier ce parame`tre
d’un facteur 105 : de 10−6 m2.s−1 pour l’eau a` 0,1 m2.s−1 pour l’huile de silicone V100000.
La tension de surface des liquides avec l’air est mesure´e par stalactome´trie : une me´thode qui
consiste a` mesurer le poids d’une goutte accroche´e a` un aiguille au moment ou` elle se de´croche.
Connaissant avec une grande pre´cision les dimensions de l’aiguille (diame`tre exte´rieur), on
de´duit de la masse de la goutte la valeur de la tension superﬁcielle. Des de´tails sur cette
me´thode peuvent eˆtre trouve´s dans C. Clanet et J. C. Lasheras [18].
En se rapportant a` la discussion de la section 1.3, on remarque que les ﬂuides pre´sentant la
conﬁguration A, Ka >> 1 sont l’eau, l’e´thanol, le pentane, l’hexane, l’e´ther et les huiles silicone
V5 et V20. Ce groupe de ﬂuide est utilise´ pour l’e´tude de la transition A13. Les huiles silicone
V1000, V12500 et V100000 pre´sentent la conﬁguration B, Ka << 1. Ce groupe de ﬂuide est
utilise´ pour l’e´tude des transitions A12 et A24. L’e´tude de la transition A14 ne´cessite un ﬂuide
tel que Ka = 1 (conﬁguration C) : nous n’avons pas mene´ cette e´tude.
2.4 Estimation des incertitudes de mesures
Les incertitudes sur la mesure de la vitesse des bulles ont e´te´ estime´es en observant l’e´cart entre
les diﬀe´rentes mesures faites pour une meˆme expe´rience.
Ainsi, dans le cas d’une bulle se propageant dans de l’eau a` l’inte´rieur d’un cylindre de rayon
R = 0,010 m, nous avons mene´ 40 expe´riences de mesure de la vitesse de la bulle. La valeur
moyenne de ces mesures est 0,150 m.s−1 et son e´cart type est de 0,002 m.s−1. L’histogramme
des re´sultats de nos expe´riences est pre´sente´ sur la ﬁgure 2.3, en abscisse nous pre´sentons l’e´cart
a` la moyenne et en ordonne´e le nombre N d’occurrences correspondantes. La loi Gaussienne
correspondante est pre´sente´e en trait plein sur la ﬁgure 2.3. L’incertitude sur la mesure est donc
de 1,3 %. On conside`re que l’incertitude sur la mesure de Ub dans le cas des cylindres est 2 %.
Les e´carts relatifs dans les mesures de vitesse dans les rectangles ame`nent a` une estimation
identique de l’incertitude sur Ub.
Par contre, pour les tubes a` base carre´ et triangulaire de petites dimensions, l’incertitude sur
la mesure de la vitesse est plus importante. Dans un tube triangulaire de cote´ Ct = 0,0056 m, la
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Figure 2.3: Histogramme des re´sultats de nos mesures de vitesse de bulle dans de l’eau et un tube cylindrique
de rayon R = 0,001 m. La valeur moyenne de la vitesse est U¯b= 0,150 m.s
−1 et son e´cart type est de
0,002 m.s−1. La ligne en trait plein repre´sente la loi Gaussienne correspondante
mesure de la vitesse d’une bulle dans de l’e´ther donne les re´sultats suivants : U (1)b = 0,0405 m.s
−1,
U
(2)
b = 0,0410 m.s
−1 et U (3)b = 0,0393 m.s
−1. Ces e´carts nous permettent d’estimer l’incertitude
sur Ub a` 4 % dans le cas des tubes a` base carre´e et triangulaire. Cette augmentation de l’in-
certitude peut s’expliquer par l’utilisation de tube en PVC transparent qui ne permettent pas
d’obtenir un bon contraste sur l’image de l’apex et par la pre´sence d’un proﬁl opaque due a` la
me´thode de construction des tubes de petites dimensions.
L’utilisation du pied a` coulisse pour la mesure des dimensions des tubes permet d’estimer que
l’incertitude sur ces dimensions est infe´rieure a` 2 %.
Les valeurs de ρ, ν et σ mesure´es sont en accord avec les donne´es de la litte´rature a` 2 % pre`s.
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3. OBSERVATIONS
Nous utilisons ici comme longueur commune a` toutes les ge´ome´tries, le rayon e´quivalent Requ.
Les nombres sans dimension que nous utilisons sont le nombre de Froude :
Frequ =
U2b
g Requ
, (3.1)
le nombre de Stokes :
Stequ =
Ub ν
g R2equ
, (3.2)
le nombre de Reynolds :
Reequ =
Ub Requ
ν
, (3.3)
et le nombre de Bond :
Boequ =
(
Requ
a
)2
. (3.4)
3.1 Re´gion 1 : Reequ >> Re
∗
equ, Boequ >> Bo
∗
equ
Les premiers instants de la remonte´e de bulles inﬁnies sont pre´sente´s sur la ﬁgure 3.1 ou` l’on
montre l’e´volution temporelle de la position de l’apex z pour 3 tubes de longueurs L = 0,3 m et
de rayons diﬀe´rents : R = 0,0080 m (©), 0,0125 m () et 0,0250 m (). On remarque sur cette
ﬁgure que les bulles atteignent une vitesse de remonte´e constante apre`s une phase d’acce´le´ration
qui s’e´tend sur une distance d’un rayon pour le tube R = 0,0080 m et sur une distance petite
devant le rayon du tube pour les deux autres expe´riences. Les derniers instants de la remonte´e
d’un bulle inﬁnie sont pre´sente´s sur la ﬁgure 3.3 ou` l’on montre l’e´volution temporelle de la
position de l’apex z pour un tube de rayon : R = 0,0125 m (©). On remarque sur cette ﬁgure
que la phase de freinage de la bulle a` l’arrive´e au fond du tube s’e´tend sur une distance de
0,002 m petite devant le rayon du tube.
La ﬁgure 3.2 pre´sente la position de l’apex z en fonction du temps t apre`s cette phase d’ac-
ce´le´ration. On observe que la vitesse des bulles est constante durant la majeure partie de la
remonte´e.
Pour un tube de longueur L et de rayon R, ces observations montrent que le re´gime de vitesse
constante existe dans la re´gion R < z < L − R. La bulle posse`de donc une vitesse constante
sur une majeure partie de la remonte´e si L−R >> R, ce qui aboutit a` la condition L >> 2R.
Ainsi, nous avons travaille´ avec des tubes L > 10R.
Il est important de noter que toutes nos mesures de trajectoire de bulle, quelles que soient la
viscosite´, la tension de surface du liquide, les dimensions et la forme du tube, ont montre´es que
la vitesse de la bulle est constante pour R > z > L−R.
La ﬁgure 3.2 permet de mesurer les vitesses de propagation des bulles. Ainsi dans le tube de
rayon R = 0,0080 m, la vitesse Ub est e´gale a` 0,135 m.s−1. De meˆme, dans le tube R = 0,0125 m,
on trouve Ub = 0,174 m.s−1 et pour R = 0,0250 m, Ub = 0,238 m.s−1. La vitesse de la bulle
est donc une fonction croissante de R dans cette gamme de rayons. Le liquide e´tant de l’eau,
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Figure 3.1: Trajectoires de bulles inﬁnies dans les premiers instants de la remonte´e. Les expe´riences ont e´te´
mene´es dans de l’eau pour des tubes cylindriques de diﬀe´rents rayons : R = 0,0080 m (©), R = 0,0125 m
() et R = 0,0250 m () . Le temps t = 0 est l’instant ou` le bouchon est enleve´ et z = 0 est situe´ a` la
sortie du tube. Les lignes en trait plein pre´sentent les trajectoires lorsque z > R
0
0.05
0.1
0.15
0.2
0.25
0.3
0 0.5 1 1.5 2
z (m) 
t (s)
Figure 3.2: Trajectoires de bulles dans de l’eau pour des tubes cylindriques de diﬀe´rents rayons :
R = 0,0080 m (©), 0,0125 m () et 0,0250 m (). Le temps t = 0 est l’instant ou` la bulle a parcou-
rue 2R et z = 0 est situe´ a` 2R au dessus de la sortie du tube.
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Figure 3.3: Trajectoire d’une bulle inﬁnie dans les derniers instants de la remonte´e. Expe´rience re´alise´e dans
de l’eau et un tube cylindrique de rayon R = 0,0125 m (©). Le temps t = 0 est l’instant ou` la bulle touche
le fond du tube et z = 0 est situe´ au fond du tube
les valeurs respectives du nombre de Reynolds sont 1080, 2175 et 5950 grands devant la valeur
limite de 200 de´ﬁnie par E. E. Zukoski [87]. Le nombre de Bond vaut respectivement 9, 21 et
86 : selon les re´sultats de E. E. Zukoski, la bulle remontant dans le tube de rayon R = 0,0080 m
est soumise a` un eﬀet de courbure car son nombre de Bond est infe´rieur a` 10. Le calcul du
nombre de Froude montre que pour cette bulle Frequ est e´gal a` 0,23, identique au Froude des
deux autres bulles : les eﬀets de courbure sont donc encore petits a` Boequ = 9.
Nous pre´sentons, sur la ﬁgure 3.4, l’e´volution du carre´ de la vitesse U2b en fonction de g Requ
dans des tubes cylindriques (Requ = R). Les rayons des tubes varient de 0,008 m a` 0,086 m.
Les points de ce graphe ont e´te´ re´alise´s avec des liquides peu visqueux : eau, hexane, e´ther tels
que le nombre de Kapitsa est grand devant 1. Nous nous trouvons donc dans la conﬁguration
A : si les dimensions des tubes restent grandes devant a, les bulles correspondantes sont dans la
re´gion 1.
Le nombre de Reynolds varie de 1 000 a` 35 000 : nous nous trouvons dans la limite des grands
nombres de Reynolds. Le nombre de Bond minimal est e´gal a` 9.
Les barres d’incertitudes de nos mesures sont pre´sente´es sur la ﬁgure : l’incertitude sur la mesure
de la vitesse est, dans ce cas des tubes en verre ou` l’apex de la bulle est aise´ a` repe´rer, estime´ a`
2 %. L’erreur relative sur U2b est donc de 4 %. L’erreur relative sur g Requ est infe´rieure a` 2 %.
On remarque que U2b varie line´airement avec g Requ et si l’on applique a` la droite obtenue un
ajustement line´aire, on trouve :
U2b = K3 g Requ avec K3 = 0,23± 0, 02. (3.5)
La valeur de K3 estime´e ci dessus est la valeur moyenne des mesures de K3 pour chaque point
expe´rimental de la ﬁgure 3.5 et l’incertitude de 0,02 est de´termine´e par l’e´cart type de ces
mesures.
On constate que l’on est en bon accord avec les re´sultats expe´rimentaux de la litte´rature pre´-
sente´s au chapitre 1 et dans l’annexe B sous la forme du nombre de Froude, Fr. Ces re´sultats
pre´disent une valeur pour K3 comprise entre 0,21 et 0,26. Dans la limite des grands nombres
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Figure 3.4: U2b en fonction de g Requ dans des tubes de section circulaire pour Reequ >> Re
∗
equ et Boequ >>
Bo∗equ. Les expe´riences ont e´te´ mene´es avec de l’eau (©), de l’hexane () et de l’e´ther (♦). La ligne en trait
plein repre´sente la loi expe´rimentale (3.5)
de Reynolds et de Bond, la propagation d’une bulle inﬁnie dans un tube cylindrique est donc
caracte´rise´e par un nombre de Froude constant :
Frequ = 0, 23 ± 0, 02 (3.6)
La ﬁgure 3.5 concerne la propagation des bulles inﬁnies dans des tubes rectangulaires. On a re-
pre´sente´ U2b en fonction de gRequ. Les tubes utilise´s ont une e´paisseur constante h = 0,022 m et
une largeur l variable de 0,020 m a` 0,200 m ce qui permet de faire varier le rayon e´quivalent de
0,012 m a` 0,037 m et le rapport largeur/e´paisseur l/h de 1 a` 10. Le liquide utilise´ est de l’eau.
Le nombre de Reynolds minimum est 2000 tandis que le nombre de Bond minimum est e´gal a`
16.
L’erreur relative sur la vitesse est estime´e a` 2 %. L’erreur sur la mesure des longueurs entraˆıne
une incertitude sur g Requ que l’on peut estimer a` 2 %.
On remarque que l’on n’a pas la de´pendance line´aire du carre´ de la vitesse par rapport a` g Requ
lorsque le rapport largeur/e´paisseur du tube de´passe 3. La ligne en trait plein repre´sente la
loi (3.5) obtenue dans les cylindres. La loi de de´pendance de U2b par rapport aux parame`tres
ge´ome´triques dans les tubes rectangulaires de grand rapport largeur/e´paisseur est diﬀe´rente de
la loi concernant les tubes de forme cylindrique.
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Figure 3.5: U2b en fonction de g Requ dans des tubes de section rectangulaire pour Reequ >> Re
∗
equ et
Boequ >> Bo
∗
equ. Les expe´riences ont e´te´ mene´es avec de l’eau. La ligne en trait plein repre´sente la loi
expe´rimentale (3.5)
3.2 Re´gion 2 : Reequ << Re∗equ, Boequ >> Bo
∗
equ
Nous allons, dans cette partie, augmenter la viscosite´ des liquides dans lesquels remonte la bulle
et ainsi diminuer le nombre de Reynolds jusqu’a` observer l’inﬂuence de la viscosite´ sur la vitesse
Ub . En utilisant des huiles silicone de viscosite´s supe´rieures a` 10−3 m2.s−1, nous nous trouvons
dans la conﬁguration B ou` le nombre de Kapitsa est petit devant 1. La longueur visqueuse lν
est donc plus grande que la longueur capillaire. Pour e´tudier la re´gion 2, nous devons utiliser
des tubes de dimensions infe´rieures lν et supe´rieures a` a.
Les e´coulements obtenus sont caracte´rise´s par un Reequ << Re∗equ.
Nous pre´sentons, sur la ﬁgure 3.6, la vitesse des bulles inﬁnies en fonction de gR2equ/ν dans des
tubes cylindriques (Requ = R). Le nombre de Kapitsa des ﬂuides utilise´s varie de 0,06 a` 0,02.
La longueur capillaire de ces huiles silicone est de 0,0015 m, la longueur visqueuse de ces ﬂuides
varie donc de 0,025 m a` 0,075 m. Les rayons des tubes utilise´s varient de 0,005 m a` 0,018 m.
Les dimensions des tubes sont infe´rieures a` lν , nous e´tudions bien la re´gion 2.
Le nombre de Reynolds varie de 10−4 a` 0,4. Le nombre de Bond minimum est 12.
L’erreur relative sur la mesure de Ub est estime´e a` 2 %. L’incertitude relative sur la mesure de
Requ est de 2% et celle sur la valeur de ν est de 2 % e´galement. Les incertitudes s’ajoutant les
unes aux autres, l’erreur relative sur gR2equ/ν est estime´e a` 6 %.
On remarque que Ub varie line´airement avec g R2equ/ν et si on applique a` la droite obtenue un
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Figure 3.6: Vitesse Ub de la bulle en fonction de gR2equ/ν dans des tubes cylindriques pour Reequ << Re
∗
equ
et Boequ >> Bo
∗
equ. Les expe´riences ont e´te´ mene´es avec de l’huile silicone V1000 (©), V12500 () et
V100000 (♦). La ligne en trait plein repre´sente la loi (3.7)
ajustement line´aire, on obtient :
Ub = K2
g R2equ
ν
avec K2 = 0,037 ± 0, 002. (3.7)
La valeur de K2 estime´e ci dessus est la valeur moyenne des mesures de K2 pour chaque point
expe´rimental de la ﬁgure 3.6 et l’incertitude sur K2 est de´termine´e par l’e´cart type de ces
mesures.
Ce re´sultat est cohe´rent avec les mesures de vitesse de bulles visqueuses faites par E. T. White
et R. H. Beardmore [83]. Ces auteurs ont trouve´s une loi identique, leur pente expe´rimentale
est : K2 ≈ 0,038.
E. E. Zukoski montre expe´rimentalement (ﬁgure 4 de [87]), en utilisant un me´lange glyce´rol-
eau et en reprenant les re´sultats d’expe´rience de H. L. Goldsmith et S. G. Mason [35], la vali-
dite´ de la loi (3.7) mais ses re´sultats expe´rimentaux conduisent a` une valeur de K2 ≈ 0, 025
infe´rieure d’un facteur 1,5 a` celle issue de nos observations expe´rimentales et de celles de
E. T. White et R. H. Beardmore.
Nous ne nous expliquons pas cette diﬀe´rence dans la valeur expe´rimentale de K2. L’hypothe`se
d’une erreur expe´rimentale est e´carte´e du fait de l’utilisation de re´sultats d’expe´riences mene´es
4 ans auparavant qui s’accordent de manie`re raisonnable avec ses mesures. Des eﬀets de tension
de surface ont pu apparaˆıtre, E. E. Zukoski les corrigent en utilisant les re´sultats expe´rimentaux
obtenus sans eﬀet de la tension de surface. Cette correction est peut eˆtre a` l’origine de la
diﬀe´rence entre nos re´sultats, ceux de E. T. White et R. H. Beardmore et ceux pre´sente´s par
E. E. Zukoski.
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Figure 3.7: Vitesse Ub de la bulle en fonction de gR2equ/ν dans des tubes rectangulaires pour Reequ << Re
∗
equ
et Boequ >> Bo
∗
equ. Les expe´riences ont e´te´ mene´es avec de l’huile V12500 () et V100000 (♦). La ligne en
trait plein repre´sente la loi (3.7)
On remarque que la loi (3.7) peut s’e´crire sous la forme :
Stequ = 0, 037 ± 0, 002. (3.8)
Cette loi est l’e´quivalent visqueux de la loi (3.6). Dans la limite des petits nombres de Reynolds
et des grands nombre de Bond, la propagation d’une bulle inﬁnie dans un tube cylindrique est
donc caracte´rise´e par un nombre de Stokes constant.
Nous pre´sentons, sur la ﬁgure 3.7, la vitesse mesure´e de la bulle en fonction de gR2equ/ν dans
des tubes rectangulaires. Pour les tubes utilise´s, la largeur l varie de 0,020 m a` 0,200 m tandis
que l’e´paisseur h varie de 0,020 m a` 0,100 m tout en restant, pour chaque tube, infe´rieure a` l.
Le rapport d’aspect e´volue donc, pour une meˆme largeur, de 1 a` 10. Les ﬂuides sont des huiles
silicone de viscosite´s ν = 12,5.10−3 m2.s−1 et 0,1 m2.s−1. Le nombre de Reynolds maximum est
8.10−2. Les rayons e´quivalents de tous ces tubes sont grands devant la longueur capillaire : le
nombre de Bond varie de 81 a` 256.
L’incertitude sur la mesure de la vitesse est de 2%. L’erreur relative sur gR2equ/ν est, de la meˆme
manie`re que pour les cylindres, estime´e a` 6 %.
On remarque que, comme dans le cas des cylindres, la vitesse de la bulle varie line´airement avec
gR2equ/ν selon la loi (3.7), pre´sente´e en ligne continue sur la ﬁgure 3.7.
En se rappelant la relation entre les nombres de Froude, de Reynolds et de Stokes [e´quation
(1.14)], on peut re´e´crire cette loi sous la forme d’une relation entre nombres sans dimension :
Fr = K2.Re (3.9)
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3.3 Transition A12 : Boequ >> Bo∗equ
Cette section concerne la transition entre les deux re´gions pre´ce´dentes du diagramme de phase,
elle permet entre autre de caracte´riser le nombre de Reynolds critique Re∗equ qui de´termine le
seuil d’apparition des eﬀets visqueux.
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Figure 3.8: Nombre de Froude Frequ en fonction du nombre de Reynolds Reequ dans des tubes cylindriques
(©) et rectangulaires () pour Boequ >> Bo∗equ. Les expe´riences ont e´te´ mene´es avec de l’eau, de l’e´thanol,
de l’hexane, de l’e´ther, de l’huile silicone V20, V100, V300, V1000, V12500 et V100000. La ligne oblique
repre´sente la loi (3.7) et la ligne horizontale illustre la loi (3.6)
La ﬁgure 3.8 pre´sente, en e´chelle logarithmique, le nombre de Froude en fonction du nombre
de Reynolds. Les vitesses de bulle dans les tubes cylindriques ont e´te´ mesure´es dans les meˆmes
tubes que ceux de la re´gion 1. Les points dans les tubes rectangulaires ont e´te´ obtenus dans des
tubes de largeur l variant de 0,022 m a` 0,300 m et d’e´paisseur minimale e´gale a` 0,022 m. Le
rapport largeur/e´paisseur des tubes varie de 1 (tube a` base carre´) a` 10. Les liquides utilise´s ont
des viscosite´s variant de 10−6 m2.s−1 pour l’e´tude de la re´gion 1 a` 0,1 m2.s−1 pour l’e´tude de
la re´gion 2. Les liquides utilise´s pour e´tudier la transition entre les deux re´gimes pre´sentent, en
accord avec la discussion de la section 1.3, une conﬁguration du type B ou` la longueur visqueuse
est supe´rieure a` la longueur capillaire (Ka < 1). Nous utilisons, pour cela, des huiles silicone
de viscosite´s supe´rieures a` 10−3 m2.s−1. L’utilisation de ces diﬀe´rents liquides nous a permis de
faire varier le nombre de Reynolds de 105 a` 10−4. Le nombre de Bond est toujours supe´rieur a`
12.
En accord avec les diﬀe´rentes discussions sur les incertitudes des sections 3.1 et 3.2, les incerti-
tudes sur le nombre de Froude et sur le nombre de Reynolds sont estime´es a` 6 %.
On remarque sur la ﬁgure 3.8 que, dans la limite des grands nombres de Reynolds (Reequ > 30),
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le nombre de Froude Frequ a une valeur constante sauf dans le cas des tubes rectangulaires
comme montre´ pre´ce´demment.
On observe lorsque le nombre de Reynolds diminue que le nombre de Froude s’e´carte de cette
constante et diminue. On a donc une transition entre une loi Frequ = Constante (re´gion 1) et
une autre loi qui fait de´pendre le nombre de Froude avec le nombre de Reynolds. Le caracte`re
line´aire de cette de´pendance est montre´ par la droite de pente 1 pre´sente´e en ligne continue. On
observe ainsi que Frequ ∝ Reequ si Reequ < 3.
La transition entre la re´gion 1 et la re´gion 2 s’eﬀectue sur un domaine e´troit en Reynolds :
3 < Re∗equ < 30. La ﬁgure 3.8 montre que l’on a un nombre de Reynolds critique :
Re∗equ ≈ 6. (3.10)
On mesure la limite supe´rieure d’apparition des eﬀets de la viscosite´ a` Reequ = 30. Ce nombre
est a` comparer au Reynolds limite mesure´ par E. E. Zukoski [87] : Reequ = 200 pour des tubes
cylindriques. Cette valeur semble exage´re´e au vu de nos re´sultats expe´rimentaux.
3.4 Transition A13 : Reequ >> Re∗equ
Aﬁn de n’observer que les eﬀets de tension de surface, nous avons adimensionne´ la vitesse me-
sure´e Ub par la vitesse obtenue a` partir de la loi (3.5) dans le cas d’un e´coulement a` Reequ > 30
dans les cylindres. On note U¯i cette vitesse adimensionne´e :
U¯i ≡ Ub√
K3 gRequ
. (3.11)
On note que U¯i vaut 1 si il n’y a pas d’inﬂuence de la tension de surface.
On pre´sente sur la ﬁgure 3.9, U¯i en fonction du nombre de Bond dans des cylindres pour
des nombres de Reynolds supe´rieurs a` 30. Les tubes cylindriques ont des rayons variant entre
0,0015 m et 0,0150 m. Les liquides utilise´s sont l’eau, l’e´thanol, l’e´ther, l’hexane et le pentane
tels que le nombre de Kapitsa est grand devant 1 (conﬁguration A). Cette condition sur Ka est,
en eﬀet, ne´cessaire a` l’e´tude de la transition A13. Le nombre de Reynolds minimum est 49. La
variation des dimensions des tubes fait passer le nombre de Bond de 1,2 a` 67.
Suivant les discussions pre´ce´dentes sur les incertitudes de nos mesures, l’erreur relative sur U¯i
est estime´e a` 7 % tandis que celle sur le nombre de Bond est de 4 %.
On observe, de droite a` gauche, sur la ﬁgure 3.9 que l’on passe continuˆment d’un comportement
inertiel, ou` la loi (3.5) s’applique, a` une re´gion ou` la vitesse U∗i diminue tre`s rapidement avec
le nombre de Bond. La transition entre ces deux comportements se fait a` un nombre de Bond
critique Bo∗equ,i ≈ 9. La vitesse de propagation de la bulle s’annule pour un nombre de Bond
≈ 1. Les bulles ne se propagent donc pas dans des tubes de rayons infe´rieurs a` la longueur
capillaire.
Ces re´sultats sont a` comparer avec ceux de D. Dumitrescu [28] et de E. E. Zukoski [87] qui
placent la limite d’apparition des eﬀets de courbure a` Boequ = 16 et Boequ = 10. Nos re´sultats
sont donc cohe´rents avec la litte´rature.
3.5 Transition A24 : Reequ << Re∗equ
Pour ne conside´rer que l’eﬀet de la tension de surface sur la vitesse d’ascension, nous nous
sommes appuye´s sur les re´sultats de la section 3.2. Ainsi nous avons adimensionne´ la vitesse Ub
par la vitesse dans le cas visqueux obtenue a` partir de la loi (3.7). La vitesse adimensionne´e U¯ν
est e´gale a` :
U¯ν =
Ub
K2
gR2equ
ν
, (3.12)
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Figure 3.9: Vitesse adimensionne´e U¯i de la bulle en fonction du nombre de Bond dans des tubes cylindriques
pour un e´coulement Reequ >> Re
∗
equ. Les expe´riences ont e´te´ mene´es dans de l’eau (©), de l’e´thanol (),
de l’e´ther (), de l’hexane () et du pentane (). Les deux lignes en trait plein repre´sentent respectivement
la limite Boequ = 1 et Boequ = 9
U¯ν = 1 signiﬁe que la tension de surface n’intervient pas dans la remonte´e de la bulle.
La ﬁgure 3.10 montre la variation de U¯ν en fonction du nombre de Bond. Les expe´riences ont
e´te´ mene´es dans des cylindres de rayon variant de 0,0015 m a` 0,0150 m. La transition A24 a e´te´
e´tudie´e en accord avec la discussion sur le nombre de Kapitsa en utilisant des liquides visqueux
V300, V1000 et V12500 tels que Ka < 1 (conﬁguration B) et des tubes de rayon infe´rieur a` lν .
Le nombre de Reynolds est infe´rieur a` 0,4 et le nombre de Bond varie de 1 a` 49.
L’incertitude sur la mesure de K2 e´tant de 5 %, celle sur la mesure de U¯ν est estime´e a` 13 %
tandis que l’incertitude sur le nombre de Bond est de 4 %.
On constate qu’il existe un nombre de Bond critique, Bo∗equ,ν ≈ 15, en dessous duquel il y a
une diminution brutale de la vitesse U∗ν due a` l’apparition des eﬀets de courbure. Cette vitesse
s’annule pour un nombre de Bond d’ordre unite´. Cela signiﬁe qu’il n’y a pas de propagation dans
les tubes de rayons infe´rieurs a` la longueur capillaire ou` la tension de surface bloque la remonte´e
de la bulle. Le meˆme comportement a e´te´ observe´ dans le cas des bulles non visqueuses, il n’est
donc pas lie´ a` la viscosite´ du liquide.
Le crite`re de non propagation de la bulle est estime´ expe´rimentalement par E. T. White et
R. H. Beardmore [83] a` Bo ≈ 1. Ces auteurs attribuent le blocage de la bulle a` des eﬀets d’angle
de contact entre le ﬂuide et la paroi du tube cylindrique. Ils soulignent aussi la diﬃculte´ de
de´terminer pre´cise´ment le crite`re de blocage en raison de sa sensibilite´ a` la proprete´ et a` la
rugosite´ des parois. Le calcul the´orique de F. P. Bretherton [13] l’ame`ne, par des conside´rations
sur la forme de l’apex de la bulle, a` ne conside´rer que les e´coulements tels que Bo > 0, 842. Il
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Figure 3.10: Vitesse adimensionne´e U¯ν de la bulle en fonction du nombre de Bond dans des tubes cylindriques
pour Reequ << Re
∗
equ. Les expe´riences ont e´te´ mene´es dans de l’huile silicone V300 (), V1000 (©) et
V12500 (). Les deux lignes en trait plein repre´sentent respectivement la limite Boequ = 1 et Boequ = 15
montre ainsi l’existence d’un rayon minimum, de l’ordre de la longueur capillaire, pour lequel
l’e´coulement change de manie`re drastique. L’auteur insiste lui aussi sur les diﬃculte´s a` de´ter-
miner expe´rimentalement le crite`re de non-propagation. Les travaux nume´riques de B. Coue¨t
et G. S. Strumolo [22] montrent, eux aussi, que la bulle ne se propage pas pour un nombre de
Bond d’ordre unite´.
3.6 Conclusion
Pour conclure sur cette partie consacre´e a` la pre´sentation des re´sultats expe´rimentaux, nous
retenons :
– 1. Les bulles inﬁnies ont une vitesse constante durant leur propagation dans des tubes de
grands rapports largeur/e´paisseur (L >> R), quelles que soient la taille et la forme des tubes
et quels que soient les parame`tres physiques du liquide dans lequel se de´place la bulle.
– 2. Re´gion 1 : le nombre de Froude Frequ est constant et e´gal a` 0,23 ± 0,02 dans le cas des
tubes cylindriques. Ceci ne s’applique cependant pas au cas des tubes a` base rectangulaire de
grands rapports largeur/e´paisseur.
– 3. Re´gion 2 : le nombre de Froude varie line´airement avec le nombre de Reynolds meˆme dans
le cas des tubes rectangulaires a` grand rapport largeur/e´paisseur. Ceci se re´sume en une loi
St = 0,037 ± 0,002.
– 4. La transition A12 entre les deux re´gions pre´ce´dentes s’eﬀectue a` une valeur critique du
nombre de Reynolds Re∗equ = 6.
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– 5. Pour des tubes cylindriques, on a montre´ expe´rimentalement que les eﬀets de courbure ont
tendance a` ralentir la bulle, le nombre de Bond Boequ∗ critique d’apparition de ces eﬀets est
Bo∗equ,i = 9 si Reequ > Re
∗
equ (transition A13) et Bo
∗
equ,ν = 15 si Reequ < Re
∗
equ (transition
A24). On remarque que, quel que soit le nombre de Reynolds, la bulle ne se propage plus pour
Boequ < 1.
4. APPROCHE ANALYTIQUE
La vitesse de remonte´e des bulles dans un liquide est habituellement vue comme le re´sultat de
l’e´quilibre entre la force d’Archime`de et la traˆıne´e de la bulle. Dans cette approche globale, la
facilite´ du calcul de la force d’Archime`de masque souvent la diﬃculte´ du calcul de la force de
traˆıne´e.
Un exemple d’application de cette me´thode globale est le travail de J. Hadamard [38] et
Rybczynski [70] qui ont e´tendu le proble`me de Stokes [75] au cas des bulles sphe´riques a` faible
nombre de Reynolds. Ils e´valuent ainsi la force de traˆıne´e a` D = 2πdUbµ ou` d est le diame`tre
de la bulle. Le coeﬃcient de traˆıne´e CD, de´ﬁni comme le rapport entre la traˆıne´e et la force
dynamique 1/2ρU2b (π/4)d
2, prend la forme :
CD ≡ D1
2ρU
2
b
π
4d
2
=
16
Re
ou` Re =
Ubd
ν
(4.1)
La traˆıne´e de Stokes pour une sphe`re solide est 1,5 fois plus e´leve´e et conduit a` :
CD =
24
Re
(4.2)
D. Bhaga et M.E. Weber [9] montrent expe´rimentalement qu’a` faible nombre de Reynolds
l’accord est satisfaisant entre leurs mesures de vitesse et la the´orie de J. Hadamard [38] et
Rybczynski [70] depuis un nombre de Reynolds e´gal a` 0,1 jusqu’a` une valeur de l’ordre de
l’unite´. Les mesures de coeﬃcient de traˆıne´e obtenues par T. Maxworthy et al. [56] dans des
me´langes eau-glyce´rol se situent, sur un graphique CD-Re, entre la loi (4.1) issue des travaux
de J. Hadamard et Rybczynski et la loi de Stokes (4.2) depuis un nombre de Reynolds de 0,01
jusqu’a` 3. Les auteurs de´signent les impurete´s du liquide comme responsables de l’e´cart entre la
loi (4.1) et leurs mesures.
Dans le domaine des nombre de Reynolds e´leve´s, on conside`re que l’e´coulement autour d’une
bulle sphe´rique peut eˆtre de´crit par l’e´coulement potentiel autour d’une sphe`re et l’on de´duit
du champ de vitesse l’ordre de grandeur de l’e´nergie dissipe´e (G.K. Batchelor [6] p 368). Cette
de´marche conduit a` une force de traˆıne´e D = 6πdUbµ a` partir de laquelle on de´duit le coeﬃcient
de traˆıne´e :
CD =
48
Re
(4.3)
Ces travaux ont e´te´ comple´te´s par D.W. Moore [61] en 1963 par la prise en compte de la
dissipation dans la couche limite pre´sente a` la surface de la bulle et le sillage. Il montre que l’on
a alors une relation de la forme :
CD =
48
Re
(
1− 2.21√
Re
)
(4.4)
W.L. Haberman et R.K. Morton [37] trouvent expe´rimentalement un bon accord entre la loi
(4.3) et leurs re´sultats expe´rimentaux pour un nombre de Reynolds compris entre 20 et 150.
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T. Maxworthy et al. [56], pour leur part, place la validite´ de la loi (4.3) entre 25 et 100 en terme
de nombre de Reynolds.
Ces succe`s the´oriques pour les bulles sphe´riques ne doivent pas masquer les diﬃculte´s inhe´rentes
a` cette approche, rencontre´es pour les bulles de´formables, non sphe´riques, ou` de´duire la forme
de l’e´coulement devient un exercice diﬃcile.
Nous pre´sentons dans ce chapitre une approche locale base´e sur la structure du point d’arreˆt
de la bulle et sur le raccordement entre des conditions dynamiques a` sa surface et l’e´coulement
loin en amont de l’apex.
Cette approche locale a e´te´ propose´e et utilise´e avec succe`s dans le domaine des grandes bulles
remontant dans un tube par D. Dumitrescu [28] en 1943, R. M. Davies et S.G. Taylor [25] en
1950 puis par D. Layzer [48] en 1955. Le de´tail de leurs travaux est de´veloppe´ dans l’annexe B.
4.1 Conditions dynamiques a` l’interface gaz-liquide
Conside´rons une bulle de gaz remontant verticalement dans un liquide sous l’action de la gravite´
g avec une vitesse constante Ub. L’axe ey est dirige´ selon la gravite´ g. Dans le re´fe´rentiel Galile´en
remontant avec la meˆme vitesse, la bulle est stationnaire tandis que le liquide ainsi que les parois
du tube contenant la bulle descendent a` la vitesse Ub. Soit U le champ de vitesse dans le liquide
et p, le champ de pression. L’e´coulement est de´crit par l’e´quation de Navier-Stokes stationnaire :
gradU · U = −1
ρ
grad p + g + νU, (4.5)
a` laquelle on ajoute la condition d’incompressibilite´ :
divU = 0. (4.6)
On peut re´e´crire l’e´quation (4.5) en utilisant l’identite´ gradU · U = 1/2 gradU2 − U ∧ rotU et
en projetant l’e´quation (4.5) sur la surface de la bulle le long de l’´ele´ment dl :
1
2
ρdU2 = −dp+ ρgdy + µU · dl, (4.7)
ou` µ = ν.ρ est la viscosite´ dynamique.
La variation de pression sur l’interface est donne´e par la contrainte visqueuse normale a` la bulle
p = p0 + (τ · n) · n ou` n est le vecteur normal a` la surface dirige´ vers le liquide, τ est le tenseur
des contraintes visqueuses et p0 est la pression dans le gaz qui est suppose´e constante. Nous
avons ne´glige´ dans ce calcul la viscosite´ du gaz. Avec ces hypothe`ses, la variation de pression
dans le liquide est :
dp = d[(τ · n) · n]. (4.8)
Nous n’avons pas conside´re´, dans cette e´quation, les eﬀets de courbure. Ceux ci seront discute´s
dans la section 4.4.
Pour un liquide Newtonien, le tenseur des contraintes visqueuses est relie´ au gradient de vitesse
par la relation : τ = µ(gradU +t gradU).
4.1.1 Cas non visqueux
Lorsque la viscosite´ du liquide peut eˆtre ne´glige´e, l’e´quation (4.8) se re´duit a` dp = 0 et la
projection de l’e´quation de Navier-Stokes sur l’interface, e´quation (4.7), s’e´crit dU2 = 2gdy, ce
qui peut s’inte´grer en :
U2 = 2gy. (4.9)
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Dans cette e´quation, y est la distance au sommet de la bulle ou` la vitesse du liquide devient
nulle. La condition dynamique a` la surface de la bulle se re´sume donc, dans le cas non visqueux
et non courbe´, a` l’augmentation line´aire du carre´ de la vitesse du liquide avec la distance au
sommet de la bulle.
On doit aussi ajouter une condition d’imperme´abilite´ de la bulle :
U · n = 0. (4.10)
Cette e´quation implique que la vitesse est tangente a` la surface de la bulle. En d’autres termes,
la bulle est une ligne de courant.
4.1.2 Cas visqueux
Dans la limite Re → 0, les termes inertiels sont ne´gligeables devant les termes visqueux et
l’e´quation (4.7) se re´duit a` :
d[(τ · n) · n] = ρgdy + µU · dl. (4.11)
Dans ce re´gime, la surface de la bulle doit toujours eˆtre une ligne de courant et la projection
sur la surface du tenseur des contraintes visqueuses τ · n doit eˆtre nulle :
(τ · n) · t = 0. (4.12)
4.2 Comportement de la fonction courant autour de l’apex
Dans cette section, nous de´veloppons la fonction courant pre`s du point d’arreˆt. Ce de´veloppe-
ment est pousse´ a` des ordres suﬃsamment e´leve´s pour permettre de satisfaire les conditions
dynamiques a` l’interface, explicite´es dans la section 4.1. Les syme´tries du champ de vitesse sont
utilise´es pour simpliﬁer les de´veloppements de la fonction courant ψ.
4.2.1 E´coulements 2D plans
Dans le cas d’un e´coulement 2D plan, nous utilisons les notations pre´sente´es sur la ﬁgure
4.1. Comme l’e´coulement est invariant dans la direction ez, le champ de vitesse U d’un ﬂuide
incompressible peut eˆtre de´crit comme U = gradψ∧ez, ou` ψ est la fonction courant a` de´terminer
et ez, le vecteur unitaire de l’axe z.
De´veloppement au premier ordre
Le de´veloppement en se´rie de ψ jusqu’au premier ordre est :
ψ = A+ Bx + Cy, (4.13)
d’ou` u = ∂ψ/∂y = C et v = −∂ψ/∂x = −B. Comme la vitesse est nulle au point d’arreˆt, on en
de´duit que C = B = 0. En outre, nous de´ﬁnissons ψ = 0 sur la ligne de courant qui passe par le
point d’arreˆt (0,0) ce qui nous ame`ne a` choisir A = 0. Le de´veloppement de ψ commence donc
au second ordre.
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Figure 4.1: Notations utilise´es pour l’e´coulement 2D plan.
De´veloppement au second ordre
ψ = Dx2 + Ey2 + Fxy. (4.14)
Soit :
u =
∂ψ
∂y
= 2Ey + Fx, (4.15)
v = −∂ψ
∂x
= −2Dx− Fy. (4.16)
La syme´trie de l’e´coulement impose u(−x) = −u(x) et v(x) = v(−x). Cette condition de
syme´trie implique que E = D = 0, d’ou` :
ψ = Fxy. (4.17)
Au second ordre, les lignes de courant ψ = Cte sont des hyperboles et l’e´coulement est irro-
tationnel : rotU = (∂v/∂x − ∂u/∂y)ez = 0. L’e´coulement est comple`tement de´termine´ par le
parame`tre F qui a la dimension de l’inverse d’un temps [F ] = 1/T . De plus, puisque v = −Fy
est positif pour des valeurs ne´gatives de y, F est positif. La ligne de courant ψ = 0 et quelques
autres sont pre´sente´es sur la ﬁgure 4.2. On observe que le liquide ne de´passe jamais le sommet
de la bulle. La condition (4.9) ne peut donc pas eˆtre ve´riﬁe´e et nous sommes dans l’obligation
de mener le de´veloppement de ψ au troisie`me ordre.
De´veloppement au troisie`me ordre
ψ = Fxy + Gx3 + Hx2y + Ixy2 + Jy3, (4.18)
soit :
u = Fx + Hx2 + 2Ixy + 3Jy2, (4.19)
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Figure 4.2: Structure de l’e´coulement au second ordre du de´veloppement de ψ
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Figure 4.3: Sche´ma explicatif de la discussion sur le signe des coeﬃcients de l’e´quation (4.23) : (a) -I/G >
0 (b) -I/G < 0
v = −Fy − 3Gx2 − 2Hxy − Iy2. (4.20)
Les syme´tries du champ de vitesse imposent ici H = J = 0. On a donc :
ψ = Fxy +Gx3 + Ixy2, (4.21)
et
rotU = −2x(I + 3G). (4.22)
L’e´coulement est donc comple`tement de´ﬁni par trois parame`tres F,G et I de dimension :
[F ] = 1/T , [G] = [I] = 1/LT .
La ligne de courant ψ = 0 correspond a` l’axe de syme´trie x = 0 et, lorsque x = 0, a` la courbe
de´ﬁni par :
Fy + Gx2 + Iy2 = 0, (4.23)
On a alors :
x2 = − I
G
y2 − F
G
y, (4.24)
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Figure 4.4: Forme de la ligne de courant ψ = 0 au troisie`me ordre du de´veloppement de ψ
Les seules solutions physiquement acceptables sont celles pour lesquelles x2 ≥ 0 pour tout y ≥ 0
et x est une fonction croissante monotone de y. La condition x2 ≥ 0 s’e´crit :
− I
G
y (y +
F
I
) ≥ 0. (4.25)
La ﬁgure 4.3-(a) pre´sente les solutions pour −I/G > 0 : la solution 1 correspond au cas F/I > 0
tandis que la solution 2 est le cas F/I < 0. Les deux autres cas pour −I/G < 0 sont pre´sente´s
sur la ﬁgure 4.3-(b). On remarque que la premi`ere condition, x2 ≥ 0 pour tout y ≥ 0, n’est pas
ve´riﬁe´e par la solution 3 qui est donc e´limine´e. On peut aussi e´liminer la solution 4 qui n’est
pas une fonction monotone de y pour x2 ≥ 0. De meˆme, la solution 2 n’est pas physiquement
valable car x2 peut alors eˆtre ne´gatif pour certaines valeurs de y. Seule la solution 1 posse`de
une branche y ≥ 0 physiquement acceptable. On en de´duit que −I/G > 0 et F/I > 0. De plus,
on sait que F > 0, on a donc I > 0 et G < 0. La forme de la bulle peut s’e´crire :
x =
√
Fy + Iy2
−G . (4.26)
Elle peut donc eˆtre de´veloppe´e autour du point d’arreˆt en :
x =
√
Fy
−G
(
1 +
Iy
2F
+O(y2)
)
. (4.27)
Au premier ordre de ce de´veloppement, la bulle est, a` son sommet, une parabole. La forme de
la ligne de courant ψ = 0 est pre´sente´e sur la ﬁgure 4.4. Celle ci comprend l’axe x = 0 et la
parabole en trait plein qui correspond au cas −G/F > 0.
Nous avons exprime´ la fonction courant de l’e´coulement autour du point d’arreˆt de la bulle,
e´quation (4.21) et la forme de la bulle, e´quation (4.23), nous allons donc expliciter la condition
dynamique pre´sente´e dans la section 4.1.
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Dans le cas limite non visqueux, la vitesse doit satisfaire la condition U2 = 2gy, ou` U2 ≡ u2+v2.
Le champ de vitesse peut eˆtre de´duit de l’e´quation (4.23) :
u = Fx + 2Ixy, (4.28)
v = −Fy − 3Gx2 − Iy2. (4.29)
Puisque x ∼ √y sur la bulle, on en de´duit qu’a` l’ordre le plus bas v ∼ y et u ∼ √y. Ainsi, a`
l’ordre dominant, U2 ≈ u2 ≈ F 2x2 ce qui peut eˆtre e´crit a` l’aide de l’e´quation (4.26) :
U2 =
F 3
−Gy +O(y
2). (4.30)
La line´arite´ de U2 en y est bien ve´riﬁe´e et la condition dynamique, e´quation (4.9) impose :
F 3
−G = 2g. (4.31)
Dans le cas d’un e´coulement irrotationnel, G = −I/3 et la condition pre´ce´dente s’e´crit aussi
F 3/I = 2g/3.
La condition dynamique dans le cas limite visqueux fait intervenir des de´rive´es d’ordre supe´rieur
et donc un ordre de plus dans le de´veloppement de ψ.
De´veloppement au quatrie`me ordre
ψ = Fxy + Gx3 + Ixy2 + Kx4 + Lx3y + Mx2y2 + Nxy3 + Oy4. (4.32)
La syme´trie de l’e´coulement re´duit ψ a` :
ψ = Fxy + Gx3 + Ixy2 + Lx3y + Nxy3, (4.33)
et le champ de vitesse a` :
u = Fx + 2Ixy + Lx3 + 3Nxy2, (4.34)
v = −Fy − 3Gx2 − Iy2 − 3Lx2y −Ny3, (4.35)
avec :
rotU = −2x[I + 3G + 3y(L + N)]. (4.36)
Pour un e´coulement irrotationnel, on a donc G = −I/3 et N = −L. La ligne de courant
correspondant a` la bulle est de´ﬁnie comme :
Fy + Gx2 + Iy2 + Lx2y + Ny3 = 0, (x = 0), (4.37)
ce qui permet d’e´crire que :
x =
√
Fy + Iy2 +Ny3
−G− Ly . (4.38)
La forme de la bulle est alors de´veloppe´e au voisinage du sommet sous la forme :
x =
√
Fy
−G
[
1 +
1
2
(
I
F
− L
G
)
+O(y2)
]
. (4.39)
A partir des e´quations (4.34) et (4.35), on calcul les de´rive´es secondes de u et v :
∂2u
∂x2
+
∂2u
∂y2
= 6(L + N)x, (4.40)
42 4. Approche analytique
∂2v
∂x2
+
∂2v
∂y2
= −2(I + 3G)− 6(L + N)y. (4.41)
L’e´le´ment d’inte´gration le long de la surface de la bulle est dl = dxex + dyey. On peut donc
e´crire a` l’ordre dominant :
U · dl = −dy
[
3
F
G
(L + N) + 2(I + 3G)
]
. (4.42)
Ce terme est nul pour un e´coulement irrotationnel. Ce re´sultat est ge´ne´ral car
U = grad (divU)− rot (rot (U)) = 0 lorsque divU = 0 et rot (U) = 0.
En utilisant les e´quations (4.34) et (4.35), on peut e´valuer le terme visqueux :
(τ · n) · n = −2µF + 2µy
(
4G− 6I + 3LF
G
)
+O(y2). (4.43)
A l’ordre le plus bas, la pression dans le liquide est donc plus petite que dans le gaz d’une
quantite´ 2µF , proportionnelle au produit de la viscosite´ par le taux de cisaillement.
Pour notre condition dynamique, nous devons exprimer le gradient de pression :
d[(τ · n) · n] = 2µdy
(
4G− 6I + 3LF
G
)
+O(y2). (4.44)
La projection du tenseur des contraintes visqueuses sur la tangente a` la bulle peut eˆtre de´ve-
loppe´e comme :
(τ · n) · t = −µ
√
−Fy
G
(G + I) +O(y3/2). (4.45)
L’annulation de ce terme implique G = −I ce qui est diﬀe´rent de la condition irrotationnelle
G = −I/3. L’e´coulement est donc force´ment rotationnel.
La condition dynamique (4.11) se re´duit a` :
24G + 9
FL
G
+ 3
FN
G
=
g
ν
. (4.46)
Cette condition est l’e´quivalent visqueux de la condition (4.31).
4.2.2 E´coulements 2D axisyme´triques
Dans le cas d’un e´coulement 2D axisyme´trique, nous utiliserons les notations pre´sente´es sur la
ﬁgure 4.5. Comme le vecteur vitesse U dans le plan de´ﬁni par θ = Cte est tangent a` ce plan,
on peut exprimer le champ de vitesse d’un ﬂuide incompressible par U = eθ/r ∧ gradψ, ou` ψ
est la fonction courant a` de´terminer et eθ, le vecteur unitaire de l’axe θ. On observe que la
dimension de la fonction courant est [ψ] = L3/T diﬀe´rente de la dimension du cas 2D plan
discute´ pre´ce´demment. Cette remarque est a` l’origine des diﬀe´rences dans le de´veloppement de
ψ autour du point d’arreˆt, entre les cas 2D plan et 2D axisyme´trique.
De´but du de´veloppement de ψ
On de´veloppe ψ en se´rie de puissances de r et z. Jusqu’au second ordre, ce de´veloppement
s’e´crit :
ψ = A + Br + Cz + Dr2 + Erz + Fz2, (4.47)
soit :
u =
1
r
∂ψ
∂z
=
C
r
+ E + 2F
z
r
, (4.48)
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Figure 4.5: Notations utilise´es pour l’e´coulement 2D axisyme´trique.
v = −1
r
∂ψ
∂r
= −B
r
+ 2D − Ez
r
. (4.49)
Pour e´viter la singularite´ en r = 0, nous devons e´crire B = C = E = F = 0. De plus, puisque la
vitesse est nulle au sommet de la bulle, on a aussi D = 0. Enﬁn, on choisi ψ = 0 pour la ligne
de courant passant par le sommet ce qui implique que A = 0. Le de´veloppement de la fonction
courant commence donc au troisie`me ordre.
De´veloppement au troisie`me ordre
ψ = Gr3 + Hr2z + Irz2 + Jz3, (4.50)
soit :
u =
1
r
∂ψ
∂z
= Hr + 2Iz +
3Jz2
r
, (4.51)
v = −1
r
∂ψ
∂r
= −3Gr − 2Hz − Iz
3
r
. (4.52)
De la meˆme manie`re que pre´ce´demment, aﬁn d’e´viter la singularite´ en r = 0, on doit avoir
I = J = 0. De plus, les syme´tries de l’e´coulement u(r) = −u(−r) et v(r) = v(−r) nous imposent
I = G = 0. ψ se re´duit donc a` :
ψ = Hr2z. (4.53)
Comme v = −2Hz est positive pour des valeurs de z ne´gatives, on en de´duit que H est positif.
Les lignes de courant ψ = Cte sont des hyperboles d’e´quation zr2 = Cte. A cet ordre du
de´veloppement, l’e´coulement est entie`rement de´ﬁni par un parame`tre H qui est de la dimension
de l’inverse d’un temps [H] = 1/T . Si l’on conside`re la vorticite´ de l’e´coulement, on obtient :
rotU =
(
∂u
∂z
− ∂v
∂r
)
eθ = 0. (4.54)
Proche du sommet de la bulle, l’e´coulement est toujours irrotationnel. Si l’on conside`re la ligne
de courant ψ = 0, on observe que si z = 0 alors r = 0 et que si r = 0 alors z = 0. Ce
comportement est similaire a` celui observe´ dans le cas 2D au second ordre : l’e´coulement ne
de´passe jamais le point d’arreˆt. Le de´veloppement de ψ doit donc eˆtre prolonge´ a` l’ordre suivant.
44 4. Approche analytique
De´veloppement au quatrie`me ordre
ψ = Hr2z + Kr4 + Lr3z + Mr2z2 + Nrz3 + Oy4, (4.55)
soit :
u =
1
r
∂ψ
∂z
= Hr + Lr2 + 2Mrz + 3Nz2 +
4Oz3
r
, (4.56)
v = −1
r
∂ψ
∂r
= −2Hz − 4Kr2 − 3Lrz − 2Mz2 − Nz
3
r
. (4.57)
Aﬁn d’e´viter la singularite´ en r = 0, on a O = N = 0. En outre, les syme´tries de l’e´coulement
nous imposent que L = N = 0, ce qui re´duit ψ a` :
ψ = Hr2z + Kr4 + Mr2z2. (4.58)
Si l’on calcule le rotationnel du champ de vitesse, on obtient :
rotU =
(
∂u
∂z
− ∂v
∂r
)
eθ = 2r(M + 4K). (4.59)
L’e´coulement sur l’axe de syme´trie r = 0 est irrotationnel. Pour que l’e´coulement dans la re´gion
du point d’arreˆt soit irrotationnel, on doit avoir M + 4K = 0.
Si l’on ne s’inte´resse qu’a` la ligne de courant de´ﬁnie par ψ = 0 (surface de la bulle), on trouve
que si r = 0, la surface de la bulle a pour e´quation :
Hz + Kr2 +Mz2 = 0, (4.60)
La meˆme discussion que pour l’e´quation (4.23) de la surface de la bulle 2D plan sur le signe des
coeﬃcients H, K et M nous permet d’e´crire que H est positif, K < 0 et M > 0. L’e´quation de
la surface de la bulle est , a` l’ordre dominant :
r =
√
−Hz −Mz2
K
, (4.61)
ce qui peut eˆtre de´veloppe´ autour du point d’arreˆt en :
r =
√
−Hz
K
(
1 +
Mz
2H
+O(z2)
)
. (4.62)
Ce comportement parabolique est similaire a` celui observe´ pour un e´coulement 2D plan, e´qua-
tion (4.26).
Nous avons exprime´ la fonction courant de l’e´coulement autour du sommet de la bulle, e´quation
(4.58), et la forme de la bulle, e´quation (4.62), on peut donc calculer explicitement les conditions
pre´sente´es dans la section 4.1.
Si l’on conside`re le cas limite non visqueux, la vitesse doit satisfaire la condition U2 = 2gz, avec
U2 ≡ u2 + v2. A l’aide des e´quations (4.56) et (4.57), on peut e´crire le champ de vitesse :
u = Hr + 2Mrz, (4.63)
v = −2Hz − 4Kr2 − 2Mz2. (4.64)
Puisque r ∼ √z sur la bulle, on en de´duit qu’a` l’ordre dominant v ∼ z et u ∼ √z. Ainsi, a`
l’ordre dominant, U2 ≈ u2 ≈ H2r2 ce qui peut eˆtre e´crit, en tenant compte de l’e´quation (4.62) :
U2 ≈ H
3
−Kz +O(z
2). (4.65)
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La line´arite´ de U2 en z est bien respecte´e et la condition (4.9) nous impose que :
H3
−K = 2g. (4.66)
Dans le cas limite visqueux, des de´rive´es d’ordre supe´rieur interviennent, on a donc besoin de
poursuivre le de´veloppement de ψ au cinquie`me ordre.
De´veloppement au cinquie`me ordre
ψ = Hr2z + Kr4 +Mr2z2 + Pr5 +Qr4z + Rr3z2 + Sr2z3 + Trz4 + Uz5, (4.67)
soit :
u =
1
r
∂ψ
∂z
= Hr + 2Mrz + Qr3 + 2Rr2z + 3Srz2 + 4Tz3 +
5Uz4
r
, (4.68)
v = −1
r
∂ψ
∂r
= −2Hz − 4Kr2 − 2Mz2 − 5Pr3 − 4Qr2z − 3Rrz2 − 2Sz3 − Tz
4
r
. (4.69)
La singularite´ en r = 0 et les syme´tries de l’e´coulement impliquent que U = T = P = R = 0.
Ceci nous donne une fonction courant de la forme :
ψ = Hr2z +Kr4 + Mr2z2 + Qr4z + Sr2z3. (4.70)
Le rotationnel de l’e´coulement a pour expression :
rotU =
(
∂u
∂z
− ∂v
∂r
)
eθ = 2r(M + 4K) + 2rz(3S + 4Q). (4.71)
La condition pour que l’e´coulement autour du point d’arreˆt soit irrotationel devient donc M =
−4K et 3S = −4Q. La ligne de courant ψ = 0 est de´ﬁnie pour r = 0 par l’e´quation Hr2z +
Kr4 +Mr2z2 + Qr4z + Sr2z3 = 0 ce qui peut eˆtre e´crit comme r en fonction de z :
r =
√
Hz + Mz2 + Sz3
−K −Qz , (4.72)
ce qui conduit a` :
r =
√
Hz
−K
[
1 +
1
2
(
M
H
− Q
K
)
z +O(z2)
]
. (4.73)
Le Laplacien de la vitesse dans le cas d’un e´coulement axisyme´trique en coordonne´es cylindrique
s’e´crit :
U =
[
∂
∂r
(
1
r
∂
∂r
(ru)
)
+
∂2u
∂z2
]
er +
[
1
r
∂
∂r
(
r
∂v
∂r
)
+
∂2v
∂z2
]
ez. (4.74)
On peut, en utilisant l’e´quation (4.70), e´crire ce Laplacien sous la forme :
U = [2r(3S + 4Q)]er + [−4(M + 4K)− 4z(3S + 4Q)]ez. (4.75)
Comme dl = drer + dzez, on a sur l’interface :
U · dl = −dz
[
H
K
(3S + 4Q) + 4(M + 4K)
]
. (4.76)
En utilisant l’e´quation (4.70), on peut e´valuer :
(τ · n) · t = −2µ
√
Hz
−K (2K + M) +O(z
3/2). (4.77)
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La projection tangentielle du vecteur contrainte doit eˆtre nulle a` l’ordre le plus bas, ce qui nous
ame`ne a` la condition : 2K + M = 0 qui est diﬀe´rente de la condition M + 4K = 0.
La projection normale s’´ecrit :
(τ · n) · n = −4µH + 8µz
(
K − 2M + HQ
K
)
+O(z2). (4.78)
A l’ordre le plus bas, la pression dans le liquide est infe´rieure de 4µH a` la pression dans le gaz.
Cette diﬀe´rence est proportionnelle au produit de la viscosite´ avec le taux de cisaillement.
On peut maintenant e´valuer la condition dynamique pre´sente´e dans l’e´quation (4.11) :
48K + 12
QH
K
+ 3
HS
K
=
g
ν
. (4.79)
Cette condition est l’e´quivalente visqueuse de l’e´quation (4.66).
On remarque qu’un e´coulement de Stokes est de´crit en 2D plan par 2ψ = 0. Cependant, notre
travail ne concerne que le quatrie`me ordre et cette condition est toujours satisfaite. Pour des
ordres plus e´leve´s du de´veloppement, cette condition apportera de nouvelles contraintes.
4.3 Raccordement avec l’e´coulement en amont de la bulle
La dernie`re e´tape de l’approche locale consiste a` de´terminer les coeﬃcients apparus dans le
de´veloppement de ψ en raccordant l’e´coulement a` l’apex avec l’e´coulement en amont de la
bulle.
4.3.1 E´coulements 2D plans
Expe´rimentalement, les e´coulements 2D visqueux ne sont pas aise´s a` obtenir. A cause de la
taille re´duite dans la direction transverse, les gradients deviennent tre`s important comme dans
le proble`me de la cellule de Hele-Shaw. Nous ne discuterons donc ici que le cas limite d’un
e´coulement non visqueux ou` l’e´coulement peut eˆtre conside´re´ comme irrotationnel et de´crit par
un potentiel des vitesses φ qui satisfait a` l’e´quation de Laplace : φ = 0. Deux exemples sont
pre´sente´s, le premier concerne la remonte´e d’une bulle circulaire de rayon R dans un milieu
inﬁni, ﬁgure 4.6 (a) et le second la remonte´e d’une bulle inﬁnie dans une cellule de largeur 2R,
ﬁgure 4.6 (b).
Bulle circulaire dans un milieu inﬁni
En utilisant les notations pre´sente´es sur la ﬁgure 4.6, le potentiel des vitesses d’un e´coulement
autour d’un cercle est de la forme :
φ = Ub r cos θ
[
1 +
(
R
r
)2]
. (4.80)
Cet e´coulement peut eˆtre obtenu en superposant les potentiels correspondant a` un e´coulement
uniforme et celui d’un doublet (source-puits). Il satisfait a` la condition amont φ(r→∞, θ=π) → −Ubr,
i.e. la vitesse de l’e´coulement est Ub et est dirige´e selon z loin en amont de la bulle. Cet e´coule-
ment satisfait aussi a` la condition de point de stagnation en (r = R, θ = π) et a` la condition de
vitesse normale nulle a` la surface de la bulle. La fonction courant correspondante est :
ψ = Ub r sin θ
[
1−
(
R
r
)2]
. (4.81)
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Figure 4.6: Pre´sentation du proble`me. (a) bulle 2D plane remontant dans un milieu inﬁni, (b) bulle 2D plane
remontant dans une cellule de largeur 2R
Le de´veloppement de cette fonction autour du sommet, dans le syste`me de coordonne´es (x, y),
donne :
ψ = 2
Ub
r
xy − Ub
R2
x3 + 3
Ub
R2
xy2. (4.82)
On en de´duit que : F = 2Ub/R, G = −Ub/R2 et I = 3Ub/R2. La condition 3G + I = 0 est
satisfaite et l’on ve´riﬁe que l’e´coulement est irrotationnel. Avec ces valeurs de parame`tres, la
condition dynamique (4.31) nous permet d’e´valuer la vitesse de remonte´e de la bulle :
Ub =
1
2
√
gR. (4.83)
Bulle inﬁnie dans une cellule de largeur 2R
L’e´coulement 2D plan dans un tube de largeur 2R peut eˆtre approche´ par le potentiel :
φ = Ub y + Aeky cos kx, (4.84)
Ce potentiel ve´riﬁe φ = 0 et satisfait a` la condition amont φy→−∞ = Ub y. Les constantes A
et k doivent eˆtre de´termine´es de fac¸on a` satisfaire la condition de point d’arreˆt en (0,0) et de
vitesse normale nulle a` la paroi. La fonction courant correspondante est :
ψ = −(Ub x +Aeky sin kx), (4.85)
et le champ de vitesse est :
u =
∂φ
∂x
= −Ak eky sin kx, (4.86)
v =
∂φ
∂y
= Ub + Ak eky cos kx. (4.87)
Les conditions u(R, y) = 0 et v(0, 0) = 0 imposent k = π/R et Ak = −Ub. Le de´veloppement de
ψ a` l’ordre 3 donne donc :
ψ =
π Ub
R
xy +
1
2
π2 Ub
R2
x y2 − 1
6
π2 Ub
R2
x3. (4.88)
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Figure 4.7: Pre´sentation du proble`me. (a) Bulle 2D axisyme´trique remontant dans un milieu inﬁni. (b)
Syste`me de coordonne´es utilise´ pour le de´veloppement de ψ
En identiﬁant avec les coeﬃcients de l’e´quation (4.21), on trouve F = π Ub/R, G = −π2 Ub/6R2
et I = π2 Ub/2R2. On ve´riﬁe que l’e´coulement est irrotationnel : −G = I/3. La condition
dynamique (4.9) −F 3/G = 2g impose que :
Ub =
√
gR
3π
≈ 0, 326
√
gR (4.89)
Ce re´sultat est identique a` celui trouve´ par D. Layzer [48] et inde´pendamment par R. Collins [20].
4.3.2 E´coulements 2D axisyme´triques
Dans cette partie, nous e´tudions le proble`me de la bulle sphe´rique se de´plac¸ant dans un milieu
inﬁni. Dans un premier temps, nous nous inte´ressons au cas non visqueux puis nous abordons
le proble`me de la bulle de Hadamard-Rybczynski.
Bulle sphe´rique dans un milieu inﬁni - Cas non visqueux
Le potentiel des vitesses est obtenu, dans le syste`me de coordonne´es pre´sente´ sur la ﬁgure
4.7-(a), par superposition d’un e´coulement uniforme de vitesse Ub avec un dipoˆle :
φ = Ub z +
3UbR3
2
z
(r2 + z2)3/2
. (4.90)
La fonction courant correspondante est :
ψ = −Ub r
2
2
+
UbR
3
2
r2
(r2 + z2)3/2
. (4.91)
Cet e´coulement respecte la condition amont φ(z→−∞) = Ub z. Il posse`de un point d’arreˆt en
(r = 0, z = −R). Le de´veloppement, dans le syste`me de coordonne´es centre´ sur l’apex (ﬁgure
4.7-(b)), de la fonction courant, autour de ce point d’arreˆt, s’e´crit :
ψ = −3
2
Ub
R
r2z +
3
4
Ub
R2
r4 − 3 Ub
R2
r2z2. (4.92)
Si l’on compare ce re´sultat a` l’e´quation (4.58) ψ = Hr2z + Kr4 + Mr2z2, on en de´duit que
H = −3Ub/(2R), K = 3Ub/(4R2) et M = −3Ub/R2. La condition M+4K = 0 est alors satisfaite
4.3. Raccordement avec l’e´coulement en amont de la bulle 49
x
rs
Ub
(a)
θ
eθ ers
U
0
ρ,ν
ρ’,ν’
r
z
Ub
R R
0
(b)
Figure 4.8: Pre´sentation du proble`me de la bulle de Hadamard-Rybczynski : (a) dans le syste`me de coordon-
ne´es sphe´riques (b) dans le syste`me de coordonne´es cylindriques
et on ve´riﬁe que l’e´coulement est potentiel. La condition dynamique (4.66) −H3/K = 2g impose
pour la vitesse de la bulle :
Ub =
2
3
√
gR. (4.93)
Le re´sultat pre´ce´dent ne s’applique que dans le cas des bulles a` calottes sphe´riques. Ces bulles
posse`dent une interface avant qui est lisse, re´gulie`re et de forme approximativement sphe´rique
de rayon R et une partie arrie`re, approximativement plane et dentele´e. La couche limite situe´e
sur l’interface se de´tache de la bulle au niveau de ce bord arrie`re, cette couche de vorticite´ garde
ensuite une forme sphe´rique de meˆme rayon R. Ceci nous permet d’estimer la vitesse du liquide
a` l’interface comme si la bulle lenticulaire e´tait la partie d’une sphe`re de rayon R qui remonte
dans un milieu inﬁni non visqueux. On peut alors calculer la vitesse de remonte´e a` partir de la
forme de la bulle sans conside´rer de me´canisme "frein" a` la remonte´e.
On retrouve ici le re´sultat the´orique de R.M. Davies et S.G. Taylor [25] pour des bulles lenti-
culaires de sommet sphe´rique se de´plac¸ant dans un milieu inﬁni. Ce re´sultat est en bon accord
avec ses expe´riences.
Si la bulle est eﬀectivement sphe´rique, il n’y a pas de de´collement de la couche limite et celle
ci participe entie`rement a` la dissipation (D. W. Moore [61]) : le re´sultat pre´ce´dent n’est plus
valable
Bulle de Hadamard-Rybczynski - Cas visqueux
Pour illustrer le cas limite visqueux d’un e´coulement axisyme´trique, nous avons choisi le pro-
ble`me de Hadamard-Rybczynski. En 1911, J. Hadamard [38] et Rybczynski [70] ont, de manie`re
inde´pendante, e´tendu le travail de Stokes [75] sur les sphe`res rigides tombant dans un milieu
liquide inﬁni au cas des sphe`res liquides de viscosite´s diﬀe´rentes. Le proble`me est pre´sente´ sur
la ﬁgure 4.8-(a) : une sphe`re liquide de rayon R, de densite´ ρ′ et de viscosite´ cine´matique ν ′ est
stationnaire dans un liquide de densite´ ρ et de viscosite´ ν se de´plac¸ant en direction de la sphe`re
avec une vitesse constante Ub.
Dans le cas de la bulle d’air dans l’eau ou` ρ′/ρ << 1 et ν ′/ν << 1, le champ de vitesse est
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de´crit par la fonction courant :
ψ =
1
2
Ubr
2
s sin θ
2
(
1− R
rs
)
, (4.94)
En utilisant le syste`me de coordonne´es cylindriques centre´ sur l’apex (ﬁgure 4.8-(b)), le de´ve-
loppement de la fonction courant autour de l’apex s’e´crit :
ψ =
1
2
Ub
R
r2z − 1
4
Ub
R2
r4 +
1
2
Ub
R2
r2z2 − 3
4
Ub
R3
r4z +
1
2
Ub
R3
r2z3. (4.95)
Compare´ au de´veloppement (4.70) ψ = Hr2z + Kr4 +Mr2z2 + Qr4z + Sr2z3 on en de´duit
que : H = Ub/(2R), K = −Ub/(4R2), M = Ub/(2R2), Q = −3Ub/(4R3) et S = Ub/(2R3).
La condition 2K + M = 0 est satisfaite et la condition dynamique (4.79) :
48K + 12QH/K + 3HS/K = g/ν nous conduit au re´sultat classique :
Ub =
1
3
gR2
ν
. (4.96)
Pour conclure sur cette section, on peut souligner que la vitesse de remonte´e de la bulle est la
seule pour laquelle l’e´coulement au dessus de la bulle s’accorde avec la structure de l’e´coulement
au point de stagnation qui est de´termine´ par des conditions dynamiques a` l’interface. L’approche
locale conduit bien au meˆme re´sultat que l’approche globale.
En fait, cette approche locale utilise, dans ce cas, des informations sur l’´ecoulement global
visqueux tout autour de la bulle. La fonction courant (4.94) utilise´e est, en eﬀet, la solution
exacte du proble`me de l’e´coulement de Stokes. Ainsi, la condition visqueuse (4.7) est ve´riﬁe´e
par cet e´coulement au voisinage de n’importe quel point de la bulle en particulier autour du
point d’arreˆt.
Pour une meilleure compre´hension de la suite de notre travail dans le cas visqueux, nous allons
appliquer l’approximation visco-potentielle au proble`me de la bulle de Hadamard-Rybczynski.
Cette me´thode consiste en l’utilisation de la fonction courant d’une bulle dans un milieu in-
ﬁni (4.91) pour e´valuer les diﬀe´rentes constantes H,K,M,Q et S de la condition dynamique
visqueuse (4.79).
En utilisant le syste`me de coordonne´es cylindriques pre´sente´ sur la ﬁgure 4.7-(b), le de´veloppe-
ment de la fonction courant (4.91) s’e´crit :
ψ = −3
2
Ub
R
r2z +
3
4
Ub
R2
r4 − 3 Ub
R2
r2z2 +
15
4
Ub
R3
r4z − 5 Ub
R3
r2z3. (4.97)
Compare´ au de´veloppement (4.70) ψ = Hr2z + Kr4 + Mr2z2 + Qr4z + Sr2z3, on en de´duit
que : H = −3Ub/(2R), K = 3Ub/(4R2), M = −3Ub/R2, Q = 15Ub/(4R3) et S = −5Ub/(R3).
La condition dynamique visqueuse (4.79) 48K + 12QH/K + 3HS/K = g/ν peut alors eˆtre
utilise´e pour calculer la vitesse Ub et on trouve :
Ub =
1
24
gR2
ν
. (4.98)
Ce calcul montre que l’approximation visco-potentielle de´termine correctement la loi d’e´chelle
de variation de Ub mais ne nous permet pas d’obtenir le bon coeﬃcient. Nous allons ne´anmoins
utiliser notre approximation pour de´terminer la loi d’e´chelle.
4.4 Eﬀet de la courbure sur la vitesse de la bulle
Nous conside´rons dans cette section les eﬀets des forces capillaires sur la vitesse d’ascen-
sion. Depuis Laplace, on sait que ces forces introduisent un saut de pression a` l’interface :
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pLaplace = σ C ou` C est la courbure de l’interface. La pression dans le liquide est :
p = p0 +
(
τ · n) · n− σ( 1
R1
+
1
R2
)
, (4.99)
ou` R1 et R2 sont les rayons de courbure principaux de l’interface. Ce terme additionnel modiﬁe
la condition dynamique qui doit eˆtre satisfaite a` la surface de la bulle, nous de´taillons ci-dessous
ces eﬀets de courbure dans les cas limites non visqueux et visqueux.
4.4.1 Cas non visqueux
Dans la limite non visqueuse, l’e´quation (4.99) se re´duit a` :
p = p0 − σ
(
1
R1
+
1
R2
)
. (4.100)
E´coulements 2D plans
Dans un e´coulement 2D plan, l’e´quation (4.100) s’e´crit p = p0 − σ/R1 (R2 →∞). Au troisie`me
ordre du de´veloppement, la forme de la bulle a` l’apex est la parabole (4.27), le rayon de courbure
peut donc eˆtre e´value´ :
1
R1
= − x
′′(
1 + x′2
)3/2 = −2GF − 12G
2
F 2
(1− I/G) y +O(y2). (4.101)
Le rayon de courbure au sommet est 1/R0 = 1/R1 (y = 0) = −2G/F . Puisque G/F < 0, a`
l’ordre dominant, la tension de surface diminue la pression dans le liquide par rapport a` celle
du gaz de σ/R0.
La condition dynamique (4.7) est donc dans notre cas :
1
2
ρdU2 = −dp+ ρgdz. (4.102)
Cette condition peut eˆtre e´value´e en utilisant les re´sultats obtenus dans la section 4.2.1 et
l’e´quation (4.101). On obtient dp = [12G2/F 2(1 − I/G)]σ dy. La condition dynamique s’e´crit
donc :
F 3
−G = 2g
′, (4.103)
avec
g′ ≡ g
[
1− 6 a
2
R20
(1− I/G)
]
, (4.104)
L’e´quation (4.103) a la meˆme forme que l’e´quation (4.31) obtenue sans tenir compte des eﬀets
capillaires. Cette remarque nous indique qu’a` l’ordre dominant, les eﬀets capillaires diminuent
la gravite´ apparente du proble`me. Cette inﬂuence augmente lorsque le rayon de courbure au
sommet R0 devient petit par rapport a` la longueur capillaire a. Dans la limite R0  a la
gravite´ eﬀective g′ se re´duit a` g et l’e´quation (4.103) est identique a` l’e´quation (4.31). Dans la
limite oppose´e R0  a on peut remarquer l’existence d’un rayon critique R0 ≡ a
√
6(1 − I/G)
pour lequel g′ = 0. La bulle ne devrait pas eˆtre capable de se propager dans un tube de rayon
infe´rieur a` R0.
Il est indispensable de noter ici que les eﬀets de courbure n’interviennent que par le gradient de
courbure dpLaplace = σdC. Pour une bulle sphe´rique de courbure constante dpLaplace = 0 et la
vitesse d’ascension n’est pas aﬀecte´e par la courbure des bulles.
Notre commentaire sur les eﬀets capillaires ne vaut que pour des bulles de courbure de´croissante
depuis l’apex telles que les bulles inﬁnies.
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E´coulements 2D axisyme´triques
Pour un e´coulement axisyme´trique, l’e´quation (4.100) s’e´crit p = p0 − σ/R1 − σ/R2 ou` :
1
R1
= − r
′′(
1 + r′2
)3/2 = −2KH − 12K
2
H2
(1−M/K) z +O(z2) (4.105)
et
1
R2
=
1
r
√
1 + r′2
= −2K
H
− 4K
2
H2
(1−M/K) z +O(z2). (4.106)
Le rayon de courbure au sommet est 1/R0 ≡ −4K/H ou` K/H < 0. A l’ordre le plus bas,
la pression dans le liquide est plus faible que la pression dans le gaz de σ/R0. A partir de
l’e´quation (4.105) et (4.106) on peut e´crire que : dp = (1/R20(1−M/K))σ dz. De cette manie`re
la condition dynamique (4.102) devient :
H3
−K = 2g
′, (4.107)
avec
g′ ≡ g
[
1− a
2
R20
(1−M/K)
]
. (4.108)
L’e´quation (4.107) a la meˆme forme que l’e´quation (4.66) obtenue sans eﬀets capillaires. De
la meˆme manie`re que pour le cas 2D, les eﬀets capillaires introduisent une gravite´ eﬀective g′
plus faible que g et qui est une fonction croissante du rapport R0/a. Si R0  a la gravite´
eﬀective g′ sature a` la valeur g et l’e´quation (4.107) est identique a` la condition (4.66). Dans la
limite oppose´e R0  a on remarque, comme dans le cas 2D plan, l’existence d’un rayon critique
R0 ≡ a
√
(1−M/K) pour lequel g′ = 0. La bulle de devrait pas eˆtre capable de se propager
dans un tube de rayon infe´rieur a` R0.
4.4.2 Cas visqueux
Dans la limite visqueuse, l’e´quation (4.99) s’e´crit :
dp = d
[(
τ · n) · n]− σ d( 1
R1
+
1
R2
)
. (4.109)
L’eﬀet du premier terme a de´ja` e´te´ discute´ dans les sections des e´coulements visqueux. Nous
nous sommes inte´resse´s ici a` l’inﬂuence du second terme dpLaplace ≡ −σ d(1/R1 + 1/R2).
E´coulements 2D plans
Pour un e´coulement 2D plan, nous avons montre´ dans la section 4.4.1 que dpLaplace = −σ/R.
Au quatrie`me ordre du de´veloppement, la forme du sommet de la bulle est la parabole (4.39).
Ainsi :
dpLaplace = 12σ
G2
F 2
(
1− I
G
+
FL
G2
)
dy. (4.110)
Le rayon de courbure au sommet est 1/R0 = −2G/F .
La condition dynamique (4.11)est change´e en :
d
[(
τ · n) · n]+ dpLaplace = ρgdy + µU.dl. (4.111)
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Ce qui peut eˆtre exprime´ ainsi :
24G + 9
FL
G
+ 3
FN
G
=
g′
ν
(4.112)
avec
g′ ≡ g
[
1− 3 a
2
R20
(
2 +
FL
G2
− I
G
)]
. (4.113)
Encore une fois, les eﬀets capillaires introduisent une gravite´ eﬀective g′ plus faible que g et un
rayon critique R0 ≡ a
√
3(2 + FL/G2 − I/G) pour lequel g′ = 0.
E´coulements 2D axisyme´triques
Dans le cas d’un e´coulement 2D axisyme´trique, l’existence d’une seconde courbure change l’ex-
pression de dplaplace en :
dpLaplace = σ
z
R20
(
3 +
HQ
K2
)
, (4.114)
ou` 1/R0 ≡ −4K/H.
La condition dynamique (4.111) est donc change´e en :
48K + 12
QH
K
+ 3
HS
K
=
g′
ν
(4.115)
avec
g′ ≡ g
[
1− a
2
R20
(
3 +
HQ
K2
)]
. (4.116)
4.5 Conclusion
Nous avons pre´sente´ une me´thode ge´ne´rale locale pour la de´termination de la vitesse d’ascension
des bulles dans un liquide.
Cette me´thode locale peut eˆtre de´compose´e en trois principales e´tapes :
– 1. De´termination des conditions dynamiques qui doivent eˆtre satisfaites sur la
surface de la bulle.
– 2. E´tude de la structure de l’e´coulement au sommet qui, a` la fois, ve´riﬁe ces
conditions dynamiques et les syme´tries de l’e´coulement.
– 3. E´valuation de l’e´coulement en amont de la bulle qui satisfait les autres condi-
tions aux limites. La vitesse de remonte´e Ub de´coule du raccordement entre
l’e´coulement qui satisfait aux conditions aux limites loin de l’apex avec l’e´coule-
ment autour de l’apex qui satisfait aux conditions dynamiques sur la surface de
la bulle.
On peut souligner, en particulier, que :
– 1. La structure de l’e´coulement en aval du point d’arreˆt n’est pas utile au mode`le.
– 2. La forme exacte de la bulle, notamment loin du sommet, n’intervient pas.
– 3. Nous n’utilisons pas d’e´quilibre entre une force d’Archime`de et une force
de traˆıne´e pour e´valuer la vitesse de remonte´e mais nous nous concentrons sur
l’e´coulement autour de l’apex.
– 4. Cette approche locale ne s’applique qu’aux cas bien pre´cis ou` il n’est pas
ne´cessaire de connaˆıtre la structure de l’e´coulement aval. C’est a` dire, lorsque le
sillage est de´termine´ par la structure de l’e´coulement autour du point d’arreˆt et
que la dissipation est conﬁne´e dans ce sillage.
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5. RE´SULTATS EXPE´RIMENTAUX ET DISCUSSIONS
Nous pre´sentons dans ce chapitre les re´sultats expe´rimentaux du chapitre 3 a` la lumie`re de la
the´orie de´veloppe´e au chapitre 4. La me´thode de de´termination de la vitesse Ub est dans un
premier temps applique´e a` la remonte´e d’une bulle dans un tube cylindrique dans la re´gion 1.
En adaptant cette me´thode aux cas des tubes rectangulaires, nous montrons ensuite qu’il existe
une loi unique concernant la vitesse de remonte´e d’une bulle inﬁnie dans un tube de section
quelconque. La deuxie`me partie de ce chapitre est consacre´e a` l’e´tude de la re´gion 2, nous
montrerons e´galement l’existence d’une loi unique pour l’ensemble des formes de tube. Enﬁn
nous conclurons en discutant des eﬀets de la tension superﬁcielle sur la remonte´e de ces bulles
inﬁnies, dans les re´gions 3 et 4.
5.1 Re´gion 1 : Reequ >> Re∗equ, Boequ >> Bo
∗
equ
5.1.1 Bulle inertielle dans un tube cylindrique
L’e´coulement en amont de la bulle est de´crit par l’e´quation de Laplace φ = 0. Le potentiel des
vitesses doit satisfaire la condition a` l’inﬁni amont φ = Ub z ainsi que les conditions aux limites,
point d’arreˆt en (0,0) et vitesse normale nulle a` la paroi.
En ne prenant que les premiers termes du de´veloppement, la solution de l’e´quation de Laplace
s’e´crit :
φ = Ub z + A0 ek0zJ0 (k0r) , (5.1)
ou` J0 est la fonction de Bessel d’ordre 0. Les deux constantes A0 et k0 sont de´termine´es en
utilisant les deux conditions aux limites, u(r = R) = 0 et u(0, 0) = v(0, 0) = 0. Comme
J
′
0(r) = −J1(r), la premie`re condition sur les parois du tube est satisfaite si k0 R = 3.83, ou`
3.83 correspond au premier ze´ro de la fonction de Bessel J1. La seconde condition au point
d’arreˆt nous conduit a` A0 = −Ub/k0. La fonction courant correspondante ψ est :
ψ =
Ub r
k0
[
ek0zJ1(k0r)− 12 k0r
]
. (5.2)
Le de´veloppement de cette fonction courant autour du sommet de la bulle est, au quatrie`me
ordre :
ψ =
Ub k0
2
r2 z +
Ub k
2
0
4
r2 z2 − Ub k
2
0
16
r4. (5.3)
En comparant avec le de´veloppement, e´quation (4.58) :
ψ = H r2 z + K r4 + M r2 z2. (5.4)
On identiﬁe H = Ub k0/2 et M = Ub k20/4. Puisque l’e´coulement est potentiel, on peut e´crire
que K = −M/4 et la condition dynamique (4.66) H3/−K = 2g impose la vitesse de la bulle :
U2b =
g
k0
=
gR
3, 83
≈ 0, 26 gR (5.5)
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Ce re´sultat peut eˆtre directement compare´ aux re´sultats expe´rimentaux de la ﬁgure 3.4. On a
trouve´ expe´rimentalement que le carre´ de la vitesse varie avec gR selon la loi :
U2b = K3 gR avec K3 = 0, 23 ± 0, 02. (5.6)
Une de´rivation semblable a` celle ci est pre´sente´e par D. Dumitrescu [28] et D. Layzer [48]. Le
re´sultat le plus proche de la loi (5.5) est celui de D. Layzer qui, en approximant la fonction
courant au premier ordre, trouve que U2b varie en 0, 261 gR.
S.G. Taylor [25] a une approche diﬀe´rente de re´solution du proble`me puisqu’il ne de´veloppe pas
la fonction courant autour de l’apex et se contente d’appliquer la condition a` la surface de la
bulle en un point arbitrairement choisi de cette surface. Son calcul ame`ne a` U2b = 0, 21 gR.
La me´thode d’analyse the´orique de la vitesse de remonte´e des bulles dans les tubes donne dans
le cas des tubes cylindriques de grandes dimensions des re´sultats satisfaisant, en bon accord
avec les expe´riences et avec les re´sultats the´oriques de la litte´rature.
5.1.2 Bulle inertielle dans un tube rectangulaire
0
z
x
y
Rz
Rx
(a) (b)
Figure 5.1: (a) Bulle inﬁnie remontant dans un tube rectangulaire de largeur 2Rx = 0,140 m et d’e´paisseur
2Rz = 0,022 m rempli d’eau. (b) Syste`me carte´sien de coordonne´es associe´.
Un exemple de bulle d’air remontant dans un tube rectangulaire est pre´sente´ sur la ﬁgure 5.1.
Le tube a ici une largeur 2Rx = 0,140 m et son e´paisseur est de 2Rz = 0,022 m. Le liquide
utilise´ est de l’eau. Les deux dimensions Rx et Rz sont toutes deux plus grandes que la longueur
capillaire a. La vitesse d’ascension est Ub = 0,252 m.s−1.
Comme dans le cas pre´ce´dent, on va rechercher une solution de l’e´quation de Laplace φ = 0
dans le syste`me de coordonne´es carte´sien (x, y, z), pre´sente´ sur la ﬁgure 5.1 sous la forme :
φ = Ub y + A(Rx, Rz) eky cos kx + B(Rx, Rz) emy cosmz. (5.7)
Cette expression de φ est la superposition de deux potentiels du type (4.84) utilise´ pour mode´-
liser la bulle 2D plane. Les constantes k et m doivent eˆtre de´termine´es de fac¸on a` satisfaire les
conditions de vitesse normale nulle aux parois. Les constantes A et B sont de´termine´es graˆce a`
la condition de point d’arreˆt en (0,0), a` la structure de l’e´coulement autour de ce point et aux
syme´tries de l’e´coulement.
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Les conditions aux parois : ux(Rx, y, z) = 0 et uz(x, y,Rz) = 0 implique que :
k =
π
Rx
et m =
π
Rz
. (5.8)
Au point d’arreˆt la vitesse est nulle U(x, y, z) = 0, soit :
Ub + Ak + Bm = 0. (5.9)
Si l’on de´veloppe le champ de vitesse au voisinage du point de stagnation, on obtient :
ux = −Ak2x, uy = (Ak2 + Bm2)y − Ak
3x2
2
− Bm
3z2
2
et uz = −Bm2z. (5.10)
Les lignes de courant sont de´ﬁnies par les e´quations diﬀe´rentielles suivantes :
dx
ux
=
dy
uy
=
dz
uz
. (5.11)
En utilisant les e´quations (5.10), les lignes de courant dans le plan (x, z) au voisinage du sommet
de la bulle s’e´crivent :
dx
Ak2x
=
dz
Bm2z
. (5.12)
La loi de puissance de x par rapport a` z est donc mieux de´crite, on a x = zα avec α = Ak2/Bm2.
(b)
α > 1
z
x
(a)
α < 1
z
x
(c)
α = 1
z
x
Figure 5.2: Formes des lignes de courant dans le plan (x, z) : (a) α < 1, (b) α > 1, (c) α = 1
Comme dx/dz = αzα−1, si α < 1 [ﬁgure 5.2-(a)] la de´rive´e (dx/dz)z=0 =∞ ce qui signiﬁe que,
dans le plan (x, z), l’axe des z de´ﬁni par x = 0 ne rec¸oit pas de liquide. De la meˆme manie`re,
si α > 1 [ﬁgure 5.2-(b)], on montre que c’est l’axe des z qui est prive´ de passage de liquide. La
re´partition isotropique du liquide nous oblige a` e´crire que α = 1 [ﬁgure 5.2-(c)].
Ak2
Bm2
= 1. (5.13)
En utilisant l’e´quation (5.9), cette condition isotropique nous ame`ne aux relations :
A = − m
k2 + km
Ub et B = − k
m2 + km
Ub. (5.14)
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On a donc comme potentiel des vitesses :
φ = Ub
[
y − m
k2 + km
eky cos kx− k
m2 + km
emy cosmz
]
. (5.15)
Si l’on e´change Rx et Rz, k est change´ en m et m en k. De meˆme, A se transforme en B et
le potentiel reste inchange´. Cette syme´trie est importante, puisque faire cette transformation
consiste a` observer la bulle sur le cote´ du tube, ce qui ne doit rien changer, ni aux lignes de
courant, ni a` la vitesse de la bulle.
Pour suivre la me´thode pre´sente´e au chapitre 4, nous allons maintenant e´valuer la forme de
la bulle. Dans le plan (x, y), les lignes de courant sont solutions de l’e´quation diﬀe´rentielle
dx/ux = dy/uy qui peut eˆtre de´veloppe´e dans le voisinage du sommet de la bulle en accord avec
les e´quations (5.10) :
dy
2y − kx2/2−mz2/2 = −
dx
x
. (5.16)
Si l’on introduit l’angle θ entre l’axe des z et les lignes de courant dans le plan (x, z), on a
z = x/tanθ et l’e´quation (5.16) peut eˆtre inte´gre´e :
x2 =
8
k + m/tan2θ
y. (5.17)
En utilisant les meˆmes arguments, on trouve dans le plan (y, z) :
z2 =
8
k tan2θ + m
y. (5.18)
On retrouve la structure parabolique du sommet de la bulle de´ja` observe´e dans le cas des bulles
2D planes et 2D axisyme´triques.
La condition dynamique qui doit eˆtre respecte´e sur la surface de la bulle est : U2 = 2gy. Si l’on
de´veloppe le champ de vitesse (5.10) au voisinage du sommet, on trouve :
ux = −Ak2x, uy ≈ Ak2(2y − kx2/2 −mz2/2) et uz = −Ak2z. (5.19)
On peut donc e´crire que U2 ≡ u2x + u2y + u2z ≈ u2x + u2z ≈ A2k4(x2 + z2), ce qui nous donne :
U2 = 8A2k4y
[
1
k + mtan2θ
+
1
k tan2θ + m
]
. (5.20)
On ve´riﬁe bien la line´arite´ de U2 en y mais ici U2 de´pend aussi de θ. Cette de´pendance peut
eˆtre discute´e a` partir de conside´rations physiques : Les deux termes entre crochets repre´sentent
respectivement les contributions de u2x et de u2z. Lorsque Rz tend vers ze´ro (i.e. m tend vers∞),
on ne devrait avoir que la contribution de u2x et inversement, lorsque Rx tend vers ze´ro (i.e. k
tend vers ∞), on ne devrait avoir que la contribution de u2z. Ce n’est pas le cas dans l’e´quation
(5.20) sauf pour un angle particulier θ∗ tel que tan2θ∗ ≡ m/k. On trouve alors :
U2 = 8A2k4y
[
1
2k
+
1
2m
]
. (5.21)
Les deux contributions sont a` pre´sent syme´triques et l’une peut tendre vers ze´ro inde´pendam-
ment de la seconde ce qui est physiquement correct. Le de´couplage n’est donc obtenu que pour
un angle spe´cial. Ceci est due a` la troncature du de´veloppement du potentiel des vitesses. Si l’on
ajoute des termes supple´mentaires dans ce de´veloppement, on devrait eˆtre capable de ve´riﬁer
ce de´couplage pour tous les angles.
5.1. Re´gion 1 : Reequ >> Re
∗
equ, Boequ >> Bo
∗
equ 59
0
0.05
0.1
0.15
0.2
0.25
0 1 2 3 4 5 6
Ub
2 
   (m.s- 1)2
gP  (m.s- 1)2
0,200 m
0,022 m
0,080 m
0,020 m
0,022 m
0,022 m
Figure 5.3: U2b en fonction de gP dans des tubes rectangulaires. Les expe´riences ont e´te´ mene´es avec de
l’eau. La ligne en trait plein repre´sente la loi (5.22)
Les expressions de k et m et l’expression de A nous permettent d’e´crire : U2 = 4πU2b y/(Rx+Rz).
En identiﬁant avec 2gy, on obtient :
U2b =
1
8π
gP ≈ 0, 0398 gP, (5.22)
ou` P = 4(Rx + Rz) est le pe´rime`tre de la section du tube.
Les re´sultats expe´rimentaux que nous avons obtenus pour des bulles d’air dans des tubes rectan-
gulaires rempli initialement d’eau sont pre´sente´s sur la ﬁgure 5.3. Les losanges noirs proviennent
de bulle remontant dans des tubes d’e´paisseur 0,022 m et de largeur variant de 0,022 m a`
0,200 m. Les pe´rime`tres des sections varient de 0,084 m a` 0,500 m et le rapport d’aspect de 1 a`
10.
L’incertitude sur U2b est de 4 %. L’erreur relative sur la mesure des dimensions e´tant de 2 %,
celle sur gP est estime´e a` 4 %.
La ligne en trait plein illustre la loi attendue par la the´orie, e´quation (5.22). La the´orie est
en bon accord avec les mesures dans un domaine raisonnable de pe´rime`tres et de rapports
largeur/e´paisseur.
5.1.3 Bulle inertielle dans un tube de section quelconque
Dans le cas des tubes de section quelconque mais constante tout au long de la propagation,
de´terminer la vitesse de remonte´e de bulles inﬁnies revient, dans le cas des grands nombres de
Reynolds, a` rechercher une longueur. En eﬀet, dans ce re´gime, la vitesse Ub est inde´pendante
de la viscosite´ et comme la gravite´ est responsable du mouvement de la bulle, nous cherchons
une longueur caracte´ristique £1 telle que :
U2b ∝ g£1, (5.23)
ou` £1 est une fonction de la ge´ome´trie du tube. Dans le cas des tubes cylindriques, on a trouve´
dans la section 5.1.1 que £1 est le rayon R du cylindre. Dans les tubes de section rectangulaire,
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nous venons de montrer que £1 est le pe´rime`tre P du rectangle. On peut faire la remarque que
si l’on suppose que £1 est toujours le pe´rime`tre de la section du tube, on retrouve les re´sultats
de la bulle dans les tubes cylindriques. De manie`re plus quantitative, si l’on utilise le pe´rime`tre
P = 2πR d’un tube cylindrique dans l’expression U2b ≈ 0, 0398 gP de´montre´e pour le rectangle,
on trouve que U2b ≈ 0, 25 gR ce qui est une bonne e´valuation de la vitesse des bulles inﬁnies
dans des tubes cylindriques (voir la section 5.1.1).
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Figure 5.4: U2b remontant dans des tubes cylindriques (©), a` base carre´e (), triangulaire (), rectangulaire
() et toro¨ıdale () en fonction de gP . Les expe´riences ont e´te´ mene´es dans de l’eau et de l’e´thanol. La ligne
en trait plein repre´sente la loi (5.22)
La ﬁgure 5.4 pre´sente U2b en fonction de gP pour des tubes de diﬀe´rentes formes. La ligne en
trait plein illustre la loi the´orique (5.22). Les tubes carre´s ont des cote´s qui varient de 0,020 m
a` 0,200 m tandis que les cote´s des tubes a` base triangulaire e´voluent entre 0,012 m et 0,200 m.
Les tubes cylindriques et rectangulaires sont ceux utilise´s dans les ﬁgures 3.4 et 3.5. Les ﬂuides
utilise´s sont de l’eau et de l’e´thanol. Le nombre de Reynolds Reequ minimum est 90 et le nombre
de Bond Boequ varie de 12 a` 36.
L’incertitude sur U2b est de 4 % dans le cas des tubes cylindriques et rectangulaires tandis qu’elle
est de 8 % pour les tubes a` base carre´e et triangulaire. L’erreur relative sur gP est de 2 % dans
tous les tubes sauf les tubes rectangulaire ou` cette erreur est estime´e a` 4 %.
On remarque que contrairement a` la ﬁgure 3.5, les bulles dans les tubes a` base rectangulaire
se comportent comme les bulles se propageant dans les autres formes de tubes. On observe
que la the´orie est en bon accord avec les re´sultats expe´rimentaux : le carre´e de la vitesse des
bulles varie line´airement avec le pe´rime`tre de la section du tube quelle que soit la forme de cette
section. Un ajustement line´aire applique´ a` nos re´sultats expe´rimentaux nous permet d’e´crire
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(a) (b)
Figure 5.5: (a) Tube cylindrique (b) Tube toro¨ıdal de meˆme diame`tre exte´rieur
que :
U2b = K4 gP avec K4 = 0, 040 ± 0, 002 (5.24)
On peut de´ﬁnir un nombre de Froude caracte´ristique de ces e´coulements non visqueux a` partir
du pe´rime`tre des tubes :
Frf =
U2b
gP
, (5.25)
La vitesse des bulles dans le cas des grands nombres de Reynolds et en l’absence d’eﬀets de
tension de surface est donc caracte´rise´e par un nombre de Froude constant quelle que soit la
forme du tube. Ce nombre de Froude Frf est e´gal a` 0,040.
Une proprie´te´ inte´ressante de cette relation entre la vitesse et le pe´rime`tre est que pour une
section de surface donne´e, on doit augmenter le pe´rime`tre pour augmenter la vitesse de ces
bulles. Or le cylindre minimise le pe´rime`tre et donc la vitesse des bulles, pour une surface
donne´e. Un tube toro¨ıdal comme celui pre´sente´ sur la ﬁgure 5.5-(b) augmente le pe´rime`tre
d’un facteur presque deux par rapport au cylindre de la ﬁgure 5.5-(a). La vitesse d’une bulle
inﬁnie devait donc eˆtre augmenter d’un facteur
√
2. Nous avons teste´ ceci avec un tube toro¨ıdal
de diame`tre exte´rieur 0,23 m et 0,17 m de diame`tre inte´rieur. Trois photographies de la bulle
obtenue sont pre´sente´es sur la ﬁgure 5.6. La premie`re (a) est une vue de face, en (b), on pre´sente
une vue de cote´ et en (c), on a une vue de l’arrie`re de la bulle. La vitesse Ub que nous avons
mesure´e est de 0,73 m.s−1. Elle est pre´sente´e avec un () dans la ﬁgure 5.4. Cette vitesse tombe
sur la meˆme courbe U2b ≈ 0, 040 gP comme pour les tubes cylindriques, carre´s, triangulaires et
rectangulaires.
Meˆme si nous n’avons de´montre´ l’e´quation (5.22) que pour les tubes cylindriques et rectangu-
laires, cette relation semble eˆtre plus ge´ne´rale et semble englober toutes les vitesses de bulle dans
des tubes de section quelconque dans la limite des e´coulements non visqueux et non courbe´s.
5.2 Re´gion 2 : Reequ << Re∗equ, Boequ >> Bo
∗
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La diﬃculte´ principale dans l’application de notre me´thode a` cette re´gion est de de´crire cor-
rectement l’e´coulement en amont de la bulle. En eﬀet, en toute rigueur, l’e´coulement n’est plus
irrotationnel du fait des eﬀets visqueux et ne satisfait pas a` l’e´quation de Laplace φ = 0.
L’e´coulement est cependant irrotationnel a` l’inﬁni amont, sur l’axe de syme´trie du tube et dans
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(a) (b) (c)
Figure 5.6: Photographies d’une bulle toro¨ıdale dans de l’eau. Le tore a un diame`tre interne de 0,17 m et un
diame`tre externe de 0,23 m. (a) vue de face, (b) vue de cote´, (c) vue de l’arrie`re
une petite re´gion autour du point d’arreˆt. Nous utilisons ces remarques pour justiﬁer l’utilisation
de la me´thode potentielle visqueuse dans l’e´valuation de la vitesse d’ascension.
En utilisant cette approche potentielle visqueuse, U est identiquement nul et les eﬀets vis-
queux ne sont de´crits qu’au travers de l’e´valuation du vecteur contrainte (τ · n) a` la surface de
la bulle.
On ne peut donc espe´rer un accord satisfaisant The´orie / Expe´rience, ne´anmoins, nous avons
montre´ sur l’exemple du proble`me d’Hadamard-Rybczynski, section 4.3.2, que l’approche visco-
potentielle permet une de´termination pre´cise des longueurs caracte´ristiques implique´es.
Une manie`re plus e´le´gante de retrouver ces longueurs est de mener un travail d’analyse di-
mensionnelle. Dans ce proble`me de la remonte´e d’une bulle a` la vitesse Ub dans un liquide de
viscosite´ ν, l’analyse dimensionnelle du proble`me se re´sume a` chercher une longueur au carre´
£2 telle que :
Ub ∝ g£
2
ν
(5.26)
Dans le cas des tubes cylindriques, il existe une seule longueur ge´ome´trique, le rayon R du tube
et l’on peut identiﬁer £ a` R. On a alors la relation :
Ub ∝ gR
2
ν
(5.27)
qui a de´ja` e´te´ montre´e expe´rimentalement par E. T. White et R. H. Beardmore [83].
Pour ce qui est des tubes a` section rectangulaires, on a deux longueurs caracte´ristiques lie´es
a` la ge´ome´trie : la largeur l de la section et son e´paisseur e. La dynamique stationnaire de la
remonte´e de la bulle est lie´e a` l’e´quilibre entre le moteur de la remonte´e (force d’Archime`de) et
une force d’origine visqueuse. On a alors, par unite´ de longueur de bulle :
ρgS ∝ µUb
x
P (5.28)
ou` S et P sont la surface et le pe´rime`tre de la section et x est une e´chelle de longueur inconnue.
Si l’on cherche a` s’e´loigner de la ge´ome´trie cylindrique, on fait tendre le rapport des longueurs
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l/e vers l’inﬁni tout en conservant la surface S de la section. Le pe´rime`tre tend alors vers 2l et
la relation pre´ce´dente devient :
ρgS ∝ µUb l
x
(5.29)
On a maintenant deux choix possibles pour x. Soit elle est proportionnelle a` e et l’on a alors
une relation de proportionnalite´ entre un terme constant et un terme de force visqueuse qui
tend vers l’inﬁni, ce qui permet d’e´carter cette possibilite´. Soit elle est proportionnelle a` l et on
obtient une relation d’e´quilibre entre les forces :
ρgS ∝ µUb (5.30)
d’ou` :
Ub ∝ gS
ν
(5.31)
5.2.1 Bulle visqueuse dans un tube cylindrique
La fonction courant ψ, e´quation (5.2), s’e´crit :
ψ =
Ub r
k0
[
ek0zJ1(k0r)− 12 k0r
]
, (5.32)
La fonction courant doit eˆtre de´veloppe´e jusqu’a` l’ordre 5 au voisinage du sommet de la bulle :
ψ =
1
2
k0 Ub r
2z − 1
16
k20 Ub r
4 +
1
4
k20 Ub r
2z2 − 1
16
k30 Ub r
4z + k30 Ub r
2z3. (5.33)
En identiﬁant avec l’e´quation (4.70), on de´duit H = k0 Ub/2, K = −k20 Ub/16, M = k20 Ub/4,
Q = −k30 Ub/16 et S = k30 Ub/12. La condition dynamique visqueuse (4.79) s’e´crit donc :
−3 k20 Ub + 6 k20 Ub − 2k20 Ub =
g
ν
. (5.34)
ce qui nous ame`ne a` :
Ub =
g
k20 ν
ou Ub ≈ 0, 068 gR
2
ν
(5.35)
Le coeﬃcient 0,068 est a` prendre avec prudence. La fonction courant que nous avons utilise´e
n’est certainement pas celle qui de´crit au mieux l’e´coulement. On peut cependant supposer que
nous en sommes suﬃsamment proche pour conside´rer la line´arite´ entre Ub et gR2/ν.
Ce re´sultat peut eˆtre directement compare´ aux re´sultats expe´rimentaux de la ﬁgure 3.6. On a
trouve´ expe´rimentalement que Ub varie avec gR2/ν selon la loi :
Ub = K2
g R2equ
ν
avec K2 = 0,037 ± 0, 002. (5.36)
En accord avec le calcul the´orique, la vitesse varie line´airement avec gR2/ν avec, ce que nous
avions envisage´, un coeﬃcient de line´arite´ diﬀe´rent de la the´orie.
5.2.2 Bulle visqueuse dans un tube rectangulaire
Comme dans la section pre´ce´dente sur des tubes cylindriques, nous utilisons les lignes de courant
et la forme de la bulle explicite´es dans le cas non visqueux auxquelles nous appliquerons la
condition visqueuse (4.11).
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Nous conside´rons donc le potentiel des vitesses, solution de l’e´quation de Laplace φ = 0,
exprime´ dans les coordonne´es carte´siennes (x, y, z) pre´sente´es lors du cas non-visqueux (voir
section 5.1.2) :
φ = Ub y + A(Rx, Rz) eky cos kx + B(Rx, Rz) emy cosmz, (5.37)
ou` les diﬀe´rents coeﬃcients sont de´termine´s par les conditions aux limites du proble`me.
La condition visqueuse (4.11) s’e´crit :
d[(τ · n) · n] = ρg dy + µU · dl. (5.38)
L’e´coulement e´tant conside´re´ comme potentiel malgre´ la viscosite´, on a U = gradφ =
gradφ = 0 et la de´termination des conditions visqueuses a` la surface de la bulle revient a`
calculer la variation de pression dp = d[(τ · n) · n].
Pour cela nous devons exprimer la vitesse U de l’e´coulement aﬁn de calculer le tenseur des
contraintes visqueuses τ = µ (gradU+ tgradU) et connaˆıtre la forme de la bulle pour de´terminer
le vecteur normal n a` la surface.
Les de´tails du calcul sont reporte´s en annexe D.
On montre tout d’abord que les trois composantes du vecteur normal unitaire n peuvent eˆtre
de´veloppe´es autour de l’apex :
nx =
√
2
2
√
K k
√
y, (5.39)
ny = −1 + 14 y (k
2 K + m2 M), (5.40)
nz =
√
2
2
√
M m
√
y, (5.41)
avec :
K =
1
k + m/ tan2 θ
et M =
1
m + k tan2 θ
. (5.42)
Dans un second temps, nous e´valuons le tenseur des contraintes visqueuses sur la bulle dans le
voisinage de l’apex :
τ = 2Ak2µ

−1 + k(4kK − 1)y −2
√
2
√
Kk
√
y 0
−2√2√Kk√y 2 + (k + m− 4k2K − 4m2M)y −2√2m√M√y
0 −2√2m√M√y −1 + m(4mM − 1)y


(5.43)
La variation de pression dp = d[(τ · n) · n] a` la surface de la bulle peut alors eˆtre e´value´e :
d[(τ · n) · n] = Ak2µ [k(2 − 3kK) + m(2− 3mM)] dy (5.44)
On obtient bien la line´arite´ en dy mais la variation de pression dp = d[(τ · n) · n] de´pend de
θ via K et M . Cette de´pendance peut eˆtre discute´e a` partir de conside´rations physiques : le
premier terme a` l’inte´rieur des crochets de l’e´quation (5.44) regroupe les termes en k et K
intervenant dans la composante nx et la composante ux selon x de la vitesse U tandis que le
second fait intervenir m et M issus du calcul de la composante nz et de la composante uz selon
z de la vitesse U . On peut donc conside´rer que les deux termes entre crochets repre´sentent les
contributions selon x et z respectivement. La contribution de nx et ux doit disparaˆıtre si Rx
tend vers ze´ro (i.e. k tend vers ∞) et inversement, si Rz tend vers ze´ro (i.e. m tend vers ∞), la
contribution de nz et uz doit disparaˆıtre. Ce n’est pas le cas pour l’e´quation (5.44) sauf pour le
meˆme angle θ∗ que dans le cas non-visqueux de´ﬁni par tan2 θ∗ = m/k. On a alors :
d p = d[(τ · n) · n] = 1
2
Ak2µ(k + m) dy (5.45)
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La condition visqueuse 4.11 peut donc s’e´crire :
1
2
Ak2µ(k + m) dy = ρgdy (5.46)
En utilisant les expressions de k et m obtenues dans l’e´quation (5.8) et l’expression de A de
l’e´quation (5.14), on obtient une expression de Ub :
Ub =
−2
π2
gS
ν
(5.47)
ou` S = Rx Rz est la section du tube rectangulaire et ν la viscosite´ cine´matique du liquide.
Le coeﬃcient −2/π2 n’est e´videmment pas correct. L’hypothe`se d’un e´coulement irrotationnel
est fausse du fait de la pre´sence d’eﬀets visqueux. Le terme visqueux µU ne devrait pas eˆtre
nul et donner a` l’expression de Ub un coeﬃcient plus physique. Nous avons ici un bon exemple
des limites de notre mode`le. On peut aussi remarquer que l’on retrouve le meˆme re´sultat que
l’analyse dimensionnelle pre´sente´e au de´but de la section 5.2.
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Figure 5.7: Vitesse Ub de bulle remontant dans des tubes de section rectangulaire en fonction de gS/ν.
Les expe´riences ont e´te´ mene´es avec de l’huile silicone V12500 () et V100000 (♦). La ligne en trait plein
repre´sente la loi (5.48)
La variation de la vitesse de remonte´e des bulles en fonction de gS/ν dans des tubes rectan-
gulaires est repre´sente´e sur la ﬁgure 5.7. Les tubes ont des e´paisseurs variant de 0,020 m a`
0,040 m, tandis que la largeur des tubes varie de 0,020 m a` 0,200 m. Les ﬂuides utilise´s sont des
huiles silicone V100000 et V12500. Le nombre de Reynolds, Reequ, maximum est de 8.10−2. Les
dimensions des tubes sont suﬃsantes pour ne´gliger les eﬀets de tension de surface : le nombre
de Bond, Boequ, varie de 82 a` 256.
L’estimations de l’incertitude des mesures est identique a` celle faite pour la ﬁgure 3.7 des
observations expe´rimentales. L’erreur relative de mesure des vitesses est de 2 % et celle sur
gS/ν est estime´e a` 6 %.
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On constate que la vitesse Ub augmente line´airement avec gS/ν, la the´orie et l’analyse di-
mensionnelle sont donc qualitativement en bon accord avec les re´sultats expe´rimentaux. La loi
expe´rimentale mesure´e est :
Ub = K5
gS
ν
avec K5 = 0, 011 ± 0, 001. (5.48)
5.2.3 Bulle visqueuse dans un tube de section quelconque
Nous venons de montrer que la vitesse des bulles dans des tubes rectangulaires varie line´airement
avec gS/ν. On peut faire la remarque que cette loi de variation de Ub est aussi valable dans le
cas des tubes cylindrique. En eﬀet, si on utilise la surface de la section circulaire S = πR2 dans
la loi (5.48) de´montre´e pour le rectangle, on trouve une loi Ub ≈ 0, 034 gR2/ν qui est une bonne
e´valuation de la vitesse des bulles inﬁnies visqueuses dans des cylindres (cf section 5.2.1).
Ce re´sultat sugge`re que la vitesse des bulles varie line´airement avec gS/ν.
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Figure 5.8: Vitesse de bulle remontant dans des tubes de section circulaire (©), carre´ (), triangulaire()
et rectangulaire () en fonction de gS/ν. Les expe´riences ont e´te´ mene´es dans de l’huile V1000, V12500 et
V100000. La ligne en trait plein repre´sente la loi (5.48)
Nous avons repre´sente´ sur la ﬁgure 5.8, la variation de la vitesse de bulle en fonction de gS/ν
pour des tubes de section circulaire, carre´, triangulaire et rectangulaire. Les dimensions des
tubes cylindriques et rectangulaires sont celles des tubes des ﬁgures 3.6 et 3.7. Les cote´s des
tubes carre´s vont de 0,020 m a` 0,040 m et les tubes triangulaires ont des dimensions variant
de 0,025 m a` 0,040 m. Le rapport d’aspect des tubes rectangulaires varie lui de 1 a` 10. Les
huiles silicones utilise´es pour ces expe´riences ont des viscosite´s qui varient de 10−3 m2.s−1 a`
0,1 m2.s−1. Le nombre de Reynolds maximum est de 0,4 et le nombre de Bond est toujours
supe´rieur a` 10.
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L’incertitude sur Ub est de 2 % dans le cas des tubes cylindriques et rectangulaires tandis qu’elle
est de 4 % pour les tubes a` base carre´e et triangulaire. L’incertitude sur la mesure de la taille
des tubes et sur la mesure de ν nous ame`ne a` estimer l’erreur relative sur gS/ν a` 6 %.
On observe aise´ment que la vitesse des bulles varie line´airement en gS/ν. La ligne en trait
plein repre´sente la loi (5.48) qui constitue la meilleure approximation issue de nos re´sultats
expe´rimentaux. Cette loi est valable dans le cas ou` Reequ << Re∗equ quelle que soit la forme du
tube, son rapport d’aspect (pour le cas rectangulaire) et la viscosite´ du liquide draine´ hors du
tube.
Si l’on de´ﬁnit un nombre de Stokes comme :
Stf ≡ Ubg S
ν
, (5.49)
la re´gion 2 du diagramme de phase est caracte´rise´e par un nombre de Stokes Stf constant, e´gal
a` 0,011.
5.3 Transition A12 : Boequ >> Bo∗equ
Nous avons montre´ dans les sections pre´ce´dentes (5.1.3 et 5.2.3) que, quelle que soit la forme
de la section du tube, U2b varie line´airement en gP dans le cas des grands nombres de Reynolds
et Ub line´airement en gS/ν dans le cas des faibles nombres de Reynolds. Une des questions
importantes concerne la de´ﬁnition d’un nombre de Reynolds qui ne de´pendrait pas directement
de la forme du tube comme la pre´ce´dente de´ﬁnition qui est base´e sur le rayon e´quivalent
Reequ = Ub Requ/ν.
Aﬁn de tenir compte des re´sultats pre´ce´dents, nous avons utilise´ un nombre de Reynolds
construit sur la longueur £2 = S/P . Cette longueur est le rayon hydraulique habituellement uti-
lise´ pour caracte´riser les tubes de section non circulaire. On utilisera dans la suite la de´ﬁnition
suivante du nombre de Reynolds :
Ref =
Ub (S/P )
ν
, (5.50)
La ﬁgure 5.9 illustre la transition entre un comportement non-visqueux ou` la vitesse de la bulle
ne de´pend pas de la viscosite´ du liquide et un domaine visqueux ou` la vitesse est sensible a`
ce parame`tre. Sur cette ﬁgure, nous avons pre´sente´ le nombre de Froude, Frf , en fonction du
nombre de Reynolds, Ref . Les expe´riences ont e´te´ mene´es sur des tubes de section circulaire,
carre´e, triangulaire et rectangulaire. Les dimensions des tubes sont celles de´crites dans les sec-
tions pre´ce´dentes. Nous avons de´bute´ nos expe´riences avec des ﬂuides peu visqueux (eau, huile
V5) aﬁn de nous placer dans la re´gion 1 (grand nombre de Reynolds). Puis en augmentant la
viscosite´, ν, jusqu’a` 0,1 m2.s−1, on diminue le nombre de Reynolds jusqu’a` observer l’apparition
d’une inﬂuence de la viscosite´ sur la vitesse de la bulle. Le nombre de Bond, Boequ, minimum
est de 12.
Les incertitudes sur le nombre de Froude sont estime´es a` 6 % dans le cas des cylindres et
des tubes a` base rectangulaire et a` 10 % pour les tubes de section carre´e et triangulaire. Les
incertitudes sur le nombre de Reynolds sont estime´es a` 8 % dans le cas des cylindres et des
tubes a` base rectangulaire et a` 10 % pour les tubes de section carre´e et triangulaire.
On constate que l’on passe continuˆment d’un comportement conforme a` la loi de la re´gion 1 :
Frf = Cte a` un comportement ou` le nombre de Froude varie line´airement avec Ref ce qui est
conforme au re´sultat de la re´gion 2. En eﬀet, si Frf ∝ Ref , en utilisant les de´ﬁnitions (5.25) et
(5.50), on retrouve que Ub ∝ gS/ν.
La transition entre un comportement visqueux et non visqueux s’eﬀectue sur un domaine e´troit
en Ref : 1 < Ref < 10. La ﬁgure 5.9 montre l’existence d’un nombre de Reynolds critique
Re∗f = 3 qui ne de´pend pas directement de la forme du tube. Si Ref > 10, il n’y a pas d’inﬂuence
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Figure 5.9: Frf en fonction de Ref pour des bulles remontant dans des tubes de section circulaire (©),
carre´ (), triangulaire () et rectangulaire (). La courbe en trait plein repre´sente la loi (5.51)
de la viscosite´ sur la remonte´e de la bulle et Frf = Constante. Si Ref < 1, on entre dans un
domaine pleinement visqueux et la vitesse Ub de la bulle de´pend de la viscosite´ ν.
On peut remarquer que l’on ne retrouve pas le re´sultat de E. E. Zukoski [87] sur la limite en
Reynolds de l’apparition des eﬀets visqueux. En eﬀet, notre limite est Ref = 10 tandis que,
pour une meˆme de´ﬁnition du Reynolds, E. E. Zukoski trouve que les eﬀets visqueux ne sont
plus ne´gligeables pour Ref < 100.
Une loi empirique permettant de mode´liser la variation de Frf en fonction de Ref a e´te´ recher-
che´e. Le caracte`re abrupte de la transition entre les deux domaines est bien repre´sente´ par une
loi de la forme :
Frf = K4
[
(K5/K4)Ref
1 + (K5/K4)Ref
]
, avec K4 = 0,040 et K5/K4 = 0,275. (5.51)
Ce re´sultat sera utilise´ ulte´rieurement aﬁn d’adimensionner la vitesse des points expe´rimentaux
situe´s dans le domaine de transition : 1 < Ref < 10.
5.4 Inﬂuence de la courbure sur la vitesse d’ascension des bulles
5.4.1 Transition A13, Ref >> Re
∗
f
Aﬁn de n’observer que l’inﬂuence de la tension de surface, nous avons adimensionne´ la vitesse
mesure´e dans nos expe´riences par la vitesse issue de la loi (5.24) du cas non-visqueux, Ref > 10.
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La vitesse adimensionne´e est note´e U¯i,f :
U¯i,f ≡ Ub√
K4 gP
avec K4 = 0, 040. (5.52)
Dans toutes nos expe´riences, U¯i,f = 1 signiﬁe que la tension de surface n’inﬂuence pas la vitesse
d’ascension.
Transition A13 dans les cylindres
Nous avons montre´ de manie`re the´orique dans le paragraphe 4.4.1 qu’a` l’ordre dominant, la
tension de surface diminue la gravite´ apparente, moteur du mouvement de la bulle, ce qui
contribue a` la ralentir. On montre que cette gravite´ g′i < g doit varier avec le rayon de courbure
a` l’apex de la bulle selon la loi :
g′i ≡ g
[
1−K8 a
2
R20
]
, (5.53)
ou` K8 est une constante qui de´pend de la fonction courant (donc de la forme des lignes de
courant autour du sommet de la bulle) choisie pour mode´liser l’e´coulement, a est la longueur
capillaire et R0 le rayon de courbure de la bulle en son sommet. R0 peut eˆtre identiﬁe´ ici comme
le rayon R du tube.
Dans la re´gion 3, la loi d’e´volution de U2b avec les dimensions du tube s’e´crit donc :
U2b ≈ K4 g′iP. (5.54)
On peut alors e´crire a` l’aide de la de´ﬁnition (5.53) de g′i :
1− ¯U2i,f = K8
( a
R
)2
, (5.55)
re´sultat qui peut eˆtre re´e´crit sous la forme :
U2b
K4 gP
= 1−K8
( a
R
)2
. (5.56)
Comme P = 2πR, on a la relation :
U2b
gR
= 2πK4 − 2πK4 K8
( a
R
)2
. (5.57)
Ce re´sultat the´orique est a` rapprocher des travaux de K. W. Tung et J. Y. Parlange [78] (voir
l’annexe B) sur l’inﬂuence de la tension de surface sur la vitesse de remonte´e des bulles. Avec un
travail the´orique e´quivalent au notre ou` leur fonction courant est une somme de trois fonctions
de Bessel, ils ont montre´, dans le cas des tubes cylindriques de rayon R, que :
U2b
gR
= 0, 272 − 0, 472
( a
R
)2
, (5.58)
Cette expression de l’inﬂuence de σ sur la vitesse Ub des bulles est e´quivalente a` la loi (5.57)
de´duite de notre analyse the´orique.
Dans le cas des tubes cylindriques, K. W. Tung et J. Y. Parlange ont montre´ que leur
loi est en excellent accord avec les expe´riences de la litte´rature, essentiellement celles de
E. E. Zukoski [87].
La line´arite´ entre 1−U¯2i,f et (a/R)2 attendue par notre analyse the´orique, loi (5.55), est observe´e
sur la ﬁgure 5.10. Sur cette ﬁgure, nous avons pre´sente´ 1− U¯2i,f en fonction de (a/R)2 pour des
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Figure 5.10: 1 − U¯2i,f en fonction de (a/R)2 pour des tubes cylindriques. Les expe´riences ont e´te´ mene´es
dans de l’eau (©), de l’e´thanol (), de l’e´ther (), de l’hexane () et du pentane (). La ligne en trait plein
repre´sente la loi (5.59)
tubes cylindriques. Le rayon des tubes varie de 0,0017 m a` 0,0100 m. Les ﬂuides utilise´s sont
de l’eau (©), de l’e´thanol (), de l’e´ther (), de l’hexane () et du pentane (). En accord
avec la discussion de la section 1.3, ces liquides ont tous un nombre de Kapitsa grand devant 1,
condition ne´cessaire a` l’e´tude de la transition A13. Le nombre de Reynolds minimum est 10 et
le nombre de Bond varie de 1 a` 25.
L’erreur relative sur la mesure de la vitesse nous ame`ne a` estimer l’erreur sur 1 − U¯2i,f a` 13 %.
L’erreur de mesure du rayon du tube nous permet d’estimer l’erreur sur (a/R)2 a` 4 %.
On constate que l’on a une e´volution line´aire de 1 − U¯2i,f en fonction de (a/R)2 comme pre´vu
par nos re´sultats the´oriques dans la limite (a/R)2 < 0, 5, i.e. Boequ > 2.
Au dela` de cette limite, pour les plus petits tubes, la line´arite´ n’est pas observe´e et l’on doit
probablement conside´rer les eﬀets de la tension de surface sur la forme de la bulle, eﬀets qui ne
sont pas pris en compte par notre mode`le.
Dans la limite (a/R)2 < 0, 5, les mesures expe´rimentales sont proches de la loi :
1− U¯2i,f = K8.(a/R)2 avec K8 = 1, 75 ± 0, 10, (5.59)
qui est pre´sente´e en trait plein sur la ﬁgure 5.10.
Nous avons de´termine´ expe´rimentalement les deux constantes, K4 = 0, 040 ± 0, 002 et
K8 = 1, 75 ± 0, 10, de la relation (5.57). Nous obtenons donc une loi de la meˆme forme que celle
de K. W. Tung et J. Y. Parlange :
U2b
gR
= 0, 251 (± 0, 02) − 0, 439 (±0, 65)
( a
R
)2
. (5.60)
Cette loi expe´rimentale est en bon accord quantitatif avec le calcul the´orique de K. W. Tung et
J. Y. Parlange.
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Transition A13 dans les tubes de section carre´e et triangulaire
Le nombre de Bond, Bof , caracte´rise l’eﬀet de la tension de surface, il est base´ sur une longueur
qui de´pend de la forme du tube : Bof ≡ (R(f)/a)2. La longueur R(f) doit suivre l’e´volution des
dimensions du tube et repre´senter la courbure de la bulle. Pour les tubes cylindriques, le choix
est facile car il n’y a qu’une longueur naturelle R et donc une seule courbure naturelle : l’inverse
du rayon. Pour les tubes de section carre´e et triangulaire, il existe deux longueurs que nous
noterons R1 et R2 qui sont respectivement la plus grande longueur et la plus petite longueur
inscrite dans la section. Nous avons repre´sente´ sur le sche´ma de la ﬁgure 5.11 les de´ﬁnitions de
ces deux longueurs pour un carre´ de cote´ Cc et un triangle e´quilate´ral de cote´ Ct. Deux choix
R2
R1
Cc Ct
R2
R1
Figure 5.11: Sche´ma explicatif de la de´ﬁnition de R1 et R2
s’oﬀrent naturellement a` nous pour de´ﬁnir la courbure dans un tube de section quelconque
a` partir de ces deux longueurs : la courbure moyenne qui est de´ﬁnie comme la somme des
courbures :
1
Rm
=
1
R1
+
1
R2
, (5.61)
et la courbure de Gauss (ou courbure totale) de´ﬁnie comme :
1
RG
=
1√
R1 R2
. (5.62)
A partir de ces deux courbures, on de´ﬁni deux nombres de Bond :
Bom ≡
(
Rm
a
)2
(5.63)
et
BoG ≡
(
RG
a
)2
. (5.64)
Aﬁn de de´terminer la courbure la plus pertinente, nous avons compare´ les deux de´ﬁnitions du
nombre de Bond sur la ﬁgure 5.12. La ﬁgure 5.12-(a) montre l’e´volution de la vitesse adimen-
sionne´e U¯i,f en fonction du nombre de Bond base´ sur la courbure moyenne, Bom, tandis que la
ﬁgure 5.12-(b) concerne l’e´volution de la vitesse adimensionne´e U¯i,f en fonction du nombre de
Bond base´ sur la courbure de Gauss, BoG.
Les tubes utilise´s sont a` base circulaire (©), carre´e () et triangulaire (). Les rayons des tubes
cylindriques varient de 0,0017 m a` 0,0300 m, les cote´s des tubes carre´s de 0,0005 m a` 0,2000 m
et ceux des tubes triangulaires de 0,001 a` 0,200 m. Les ﬂuides utilise´s pour nos expe´riences sont
l’e´thanol, le pentane et l’e´ther tels que le nombre de Kapitsa soit toujours grand devant 1, en
accord avec la discussion sur les transitions du diagramme de phase. Le nombre de Reynolds,
Ref , minimum est dans nos expe´rience de 10. On doit noter que les mesures faites dans les
tubes carre´s de cote´ infe´rieur a` 0,004 m ainsi que celles dans les tubes triangulaires de cote´
infe´rieur a` 0,005 m ont des nombres de Reynolds infe´rieurs a` 10 : les eﬀets visqueux ne peuvent
alors pas eˆtre ne´glige´s. Ces points expe´rimentaux ne sont donc pas pre´sente´s dans ce graphique.
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Figure 5.12: (a) Vitesse adimensionne´e U¯i,f en fonction du nombre de Bond Bom. (b) Vitesse adimensionne´e
U¯i,f en fonction du nombre de Bond BoG. Les mesures ont e´te´ eﬀectue´es dans des tubes cylindriques (©),
carre´s () et triangulaires (). Ref >> Re∗f
Le nombre de Bond, Boequ, varie de 1,12 a` 90 pour les tubes cylindriques, de 1,44 a` 56 pour les
tubes triangulaires et de 2 a` 90 pour les tubes a` base carre´e.
L’incertitude sur U¯i,f est de 5 % pour les cylindres et de 7 % pour les tubes a` base carre´e et
triangulaire. L’incertitude sur le nombre de Bond est, quelle que soit sa de´ﬁnition, estime´e a`
4 %.
On remarque que le nombre de Bond base´ sur la courbure moyenne ne permet pas de rendre
compte d’un comportement cohe´rent entre les cylindres et les tubes a` section carre´e et triangu-
laire. Nous avons donc de´ﬁni un nombre de Bond caracte´risant les eﬀets de courbure a` partir
de la courbure de Gauss :
Bof ≡
(√
R1 R2
a
)2
= Bog. (5.65)
Ce nombre de Bond a e´te´ teste´ sur la ﬁgure 5.13. Cette ﬁgure montre l’e´volution de la vitesse
adimensionne´e U¯i,f en fonction du nombre de Bond, Bof pour des tubes cylindriques, a` base
carre´e et a` base triangulaire. Il s’agit d’un agrandissement de la ﬁgure 5.12-(b).
On observe, lorsque l’on diminue les dimensions des tubes, que la vitesse passe d’un re´gime
inertiel U¯i,f = 1 a` un re´gime ou` la vitesse U¯i,f diminue lorsque le nombre de Bond diminue.
Cette transition s’eﬀectue pour toutes les formes de tubes a` un nombre de Bond critique,
Bo∗f,i ≈ 9.
Dans le cas des tubes cylindriques, cette vitesse U¯i,f s’annule pour un nombre de Bond ﬁni ≈ 1.
Cela signiﬁe qu’il y a blocage de la bulle dans les plus petits tubes. Les points ou` l’on a observe´
un blocage ne sont pas pre´sente´s sur ce graphique. Les expe´riences dans des tubes de rayons
infe´rieurs a` la longueur capillaire ont montre´s que l’on a pas de propagation de bulle.
Dans le cas des tubes carre´s et triangulaires, nous avons pu mesurer une vitesse de bulle dans
des tubes carre´s de cote´ 0,0005 m (Bof = 0, 03) et dans des tubes triangulaires de cote´ 0,0020 m
(Bof = 0, 25). Il y a donc propagation de bulles meˆme pour un nombre de bond infe´rieur a` 1
dans les tubes a` base carre´e et triangulaire. Cette vitesse d’ascension de´pend des eﬀets de la
viscosite´ et de la courbure car le nombre de Reynolds est infe´rieur a` 10 et le nombre de Bond
est infe´rieur a` 9.
Nous avons montre´, au paragraphe pre´ce´dent, la pertinence de notre mode`le sur l’inﬂuence de
la courbure dans le cas des tubes cylindriques. Nous allons maintenant discuter de sa validite´
dans le cas des tubes carre´s et triangulaires. En identiﬁant le rayon de courbure a` l’apex de la
bulle R0 comme l’inverse de la courbure de Gauss, R0 = RG, dans l’e´quation (5.53), on a la
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Figure 5.13: Vitesse adimensionne´e U¯i,f en fonction du nombre de Bond, Bof , pour des tubes cylindriques
(©), carre´s () et triangulaires (). Ref >> Re∗f
relation :
1− U¯2i,f = K8
(
a
RG
)2
(5.66)
qui est l’e´quivalente dans le cas des tubes de section quelconque de la relation (5.55) valable
dans les cylindres.
Les re´sultats de la ﬁgure 5.14 concernent les meˆmes expe´riences que sur la ﬁgure 5.13, seule la
pre´sentation des re´sultats change. On a repre´sente´ sur cette ﬁgure la variation de 1 − U¯2i,f en
fonction de (a/RG)2 aﬁn de ve´riﬁer la loi the´orique (5.66) a` l’aide de nos re´sultats expe´rimen-
taux.
L’incertitude sur 1 − U¯2i,f est de 10 % dans les tubes cylindriques et de 14 % dans les tubes a`
base carre´e et triangulaire. L’incertitude sur (a/RG)2 est de 4 %.
On constate que l’on a une e´volution line´aire de 1− U¯2i,f en fonction de (a/RG)2 pour toute les
formes utilise´es comme pre´vu par le mode`le. Cette e´volution line´aire n’est pas identique dans
le cas cylindrique et dans le cas des tubes de section carre´ et triangulaire : le coeﬃcient de
line´arite´ est diﬀe´rent. Dans le cas cylindrique, les mesures expe´rimentales sont proches de la loi
1 − U¯2i,f = K8.(a/RG)2 avec K8 = 1, 75 ± 0, 1, repre´sente´e en trait plein sur la ﬁgure, dans la
limite (a/RG)2 < 0, 5, i.e. Bof > 2. Pour les tubes a` base carre´e et triangulaire, les mesures
sont proches de la loi 1− U¯2i,f = K8.(a/RG)2 avec K8 = 2, 5 ± 0, 1, repre´sente´e en trait pointille´
sur la ﬁgure 5.14, dans la limite (a/RG)2 < 0, 3, i.e. Bof > 3, 3, pour les carre´s et dans la limite
(a/RG)2 < 0, 2, i.e. Bof > 5, dans le cas des triangles.
Ces diﬀe´rences seront discute´es section 5.4.3.
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Figure 5.14: 1 − U¯2i,f en fonction de (a/RG)2 pour des tubes cylindriques (©), carre´s () et triangulaires
(). La ligne en trait plein pre´sente la loi (5.66) avec K8 = 1, 75 ± 0, 10 et la ligne en trait pointille´ pre´sente
la meˆme loi pour K8 = 2, 5 ± 0, 1. Ref > Re∗f
5.4.2 Transition A24, Ref << Re
∗
f
Comme dans la section pre´ce´dente, nous avons utilise´ une vitesse adimensionne´e U¯ν,f qui est le
rapport entre la vitesse mesure´e dans nos expe´riences et la vitesse issue de la loi (5.48) valable
dans le cas visqueux, quelle que soit la forme du tube :
U¯ν,f =
Ub ν
K5 gS
avec K5 = 0, 011. (5.67)
Ainsi si U¯ν,f = 1, cela signiﬁe que la tension de surface n’intervient pas.
Transition A24 dans les cylindres
Nous avons montre´ de manie`re the´orique dans le paragraphe 4.4.2 qu’a` l’ordre dominant, la
tension de surface diminue la gravite´ apparente, moteur du mouvement de la bulle, ce qui
contribue a` la ralentir. On montre que cette gravite´ g′ν < g doit varier avec le rayon de courbure
de la bulle a` l’apex selon la loi :
g′ν ≡ g
[
1−K9 a
2
R20
]
, (5.68)
ou` K9 est une constante qui de´pend de la fonction courant (donc de la forme des lignes de
courant autour du sommet de la bulle) choisie pour mode´liser l’e´coulement, a est la longueur
capillaire et R0 le rayon de courbure de la bulle en son sommet. R0 peut eˆtre identiﬁe´ ici comme
le rayon R du tube.
Dans la re´gion 4, la loi d’e´volution de Ub avec les dimensions du tube s’e´crit donc :
Ub ≈ K5 g
′
ν S
ν
. (5.69)
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On peut alors e´crire a` l’aide de la de´ﬁnition (5.68) de g′ν :
1− U¯ν,f = K9
( a
R
)2
, (5.70)
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Figure 5.15: 1 − U¯ν,f en fonction de (a/R)2 pour des tubes cylindriques. Les expe´riences ont e´te´ mene´es
dans de l’huile silicone V300 () et V1000 (©). La ligne en trait plein repre´sente la loi (5.71). Ref << Re∗f
La ﬁgure 5.15 montre la vitesse adimensionne´e 1−U¯ν,f en fonction de (a/R)2 dans des cylindres.
Les tubes ont un rayon qui varie de 0,0017 m a` 0,0180 m et les points de mesure ont e´te´ eﬀectue´s
avec de l’huile silicone V300 et V1000. Ces liquides ont un nombre de Kapitsa petit devant 1,
condition ne´cessaire a` l’e´tude de la transition A24. Le nombre de Reynolds maximum dans ces
tubes est de 0,2 et le nombre de Bond, Bof , varie de 1,2 a` 44.
L’incertitude sur 1− U¯ν,f dans les cylindres est estime´e a` 11 %. L’erreur relative sur (a/R)2 est
de 4 %.
On remarque que l’on a une e´volution line´aire de 1− U¯ν,f en fonction de (a/R)2 dans la limite
(a/R)2 < 0, 4, i.e. Bof > 2, 5. La the´orie permet donc de de´crire qualitativement l’inﬂuence de
la courbure sur la vitesse d’ascension des bulles dans des tubes de forme cylindrique.
Dans la limite de validite´ de la loi line´aire, le meilleur ajustement line´aire obtenu est
1− U¯ν,f = K9
( a
R
)2
avec K9 = 2, 0 ± 0, 1 (5.71)
Cette loi est pre´sente´e en trait plein sur la ﬁgure 5.15.
Transition A24 dans des tubes de section carre´e et triangulaire
La ﬁgure 5.16 montre l’e´volution de la vitesse adimensionne´e U¯ν,f en fonction du nombre de
Bond, Bof , pour des tubes cylindriques, a` base carre´e et triangulaire. Les tubes cylindriques ont
un rayon qui varie de 0,0017 m a` 0,018 m et les points de mesure ont e´te´ eﬀectue´s avec de l’huile
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Figure 5.16: U¯ν,f en fonction du nombre de Bo, Bof , pour des tubes cylindriques (©), carre´s () et
triangulaires (). Ref << Re∗f
silicone de viscosite´ supe´rieure a` 10−3 m2.s−1 tel que le nombre de Kapitsa est petit devant 1.
Le nombre de Reynolds maximum dans ces tubes est de 0,2 et le nombre de Bond varie de 1,2
a` 44. Les cote´s des tubes carre´s et triangulaires varient respectivement de 0,0009 m a` 0,0130 m
et de 0,001 m a` 0,020 m. Les points dans ces tubes ont e´te´ mesure´s dans de l’huile silicone
V50 de viscosite´ 50.10−6 m2.s−1. Le nombre de Kapitsa de cette huile n’est pas petit devant 1,
Ka = 2,5. La longueur capillaire de ce liquide est plus grande que la longueur visqueuse. Des
eﬀets de courbure peuvent donc intervenir en l’absence d’eﬀets visqueux lorsque l’on diminue les
dimensions des tubes. On peut remarquer que c’est eﬀectivement le cas en notant que le nombre
de Reynolds varie de 5.10−4 a` 7,4 : une partie de nos points mesure´s dans les tubes carre´s et
triangulaires ont un nombre de Reynolds compris entre 1 et 10, dans la zone de transition
de´crite dans la section 5.3. Il se pose donc un proble`me dans l’adimensionnement de la vitesse
par la loi (5.48) : cette loi n’est valable que pour un nombre de Reynolds infe´rieur a` 1, i.e. dans
la re´gion pleinement visqueuse. Les mesures des vitesses dans les tubes a` base carre´e et a` base
triangulaire ont donc e´te´ adimensionne´es par la loi (5.51) qui de´crit le domaine de transition
(1 < Ref < 10).
Le nombre de Bond varie de 0,04 a` 30.
L’incertitude sur U¯ν,f est de 11 % dans les cylindres et de 13 % dans les tubes carre´s et
triangulaires. L’incertitude sur Bof est de 4 %.
On remarque tout d’abord que la transition entre le domaine purement visqueux U¯ν,f = 1 et
le domaine ou` l’inﬂuence de σ se fait sentir s’eﬀectue a` un nombre de Bond Bo∗f,ν ≈ 15. En
dessous de ce nombre critique, la vitesse U¯ν,f diminue.
Dans le cas des tubes cylindriques (©), la vitesse des bulles devient nulle pour un rayon de
tube e´gal a` la longueur capillaire (Bof ≈ 1), on a un phe´nome`ne de blocage des bulles.
Pour les tubes a` base carre´e () et triangulaire (), la vitesse U¯ν,f n’est jamais nulle meˆme pour
les plus petits tubes utilise´s. Bien au contraire, elle augmente avec la diminution des dimensions.
5.4. Inﬂuence de la courbure sur la vitesse d’ascension des bulles 77
On peut cependant noter que la vitesse re´elle des bulles, elle, continue a` diminuer.
Nous avons montre´, au paragraphe pre´ce´dent, la pertinence de notre mode`le sur l’inﬂuence de
la courbure dans le cas des tubes cylindriques. Nous allons maintenant discuter de sa validite´
dans le cas des tubes carre´s et triangulaires. En identiﬁant le rayon de courbure a` l’apex de
la bulle R0 comme l’inverse de la courbure de Gauss R0 = RG dans l’e´quation (5.68), on a la
relation :
1− U¯ν,f = K9
(
a
RG
)2
, (5.72)
qui est l’e´quivalente dans le cas des tubes de section quelconque de la relation (5.70) valable
dans les cylindres.
La comparaison avec la the´orie se fait au travers de l’e´tude de la courbe de 1− U¯ν,f en fonction
de (a/RG)2. Cette courbe est repre´sente´e sur la ﬁgure 5.17.
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Figure 5.17: 1 − U¯ν,f en fonction de (a/RG)2 pour des tubes cylindriques (©), carre´s () et
triangulaires (). La ligne en trait plein repre´sente la loi (5.71). Ref << Re∗f
Les points ronds blancs (©) concernent les tubes cylindriques tandis que les re´sultats obtenus
dans des tubes a` base carre´e et triangulaire sont repre´sente´s par des points carre´s () et triangles
noirs () respectivement. Les dimensions des tubes et les ﬂuides utilise´s sont les meˆmes que
ceux de la ﬁgure 5.16.
Les incertitudes sur 1− U¯ν,f sont identiques a` celles de la ﬁgure 5.16 sur U¯ν,f et l’erreur relative
sur (a/RG)2 est de 4 %.
On remarque que l’on a une e´volution line´aire de 1− U¯ν,f en fonction de (a/RG)2 dans la limite
(a/RG)2 < 0, 4, i.e. Bof > 2, 5 dans le cas des cylindres. La line´arite´ de 1 − U¯ν,f en fonction
de (a/RG)2 dans le cas carre´ et triangulaire est moins aise´e a` mettre en e´vidence. On peut se
poser la question de la pertinence de notre mode`le pour les tubes a` base carre´e et triangulaire.
La loi (5.71), valable dans les cylindres, est pre´sente´e en trait plein sur la ﬁgure 5.17.
La the´orie permet donc de de´crire qualitativement l’inﬂuence de la courbure et de la viscosite´
(re´gion 4) sur la vitesse d’ascension des bulles dans des tubes de forme cylindrique jusqu’a` ce
78 5. Re´sultats expe´rimentaux et discussions
que le nombre de Bond soit e´gal a` 2,5.
5.4.3 Discussion des re´sultats sur l’inﬂuence de la courbure
Dans l’e´tude de la transition A13, nous avons montre´ que les eﬀets de courbure inﬂuencent la
vitesse de la bulle pour un nombre de Bond infe´rieur a` Bo∗f,i ≈ 9, selon la relation
1 − U¯2i,f = K8(a/RG)2. La constante K8 est e´gale a` 1,75 dans les cylindres et a` 2,5 dans
les tubes a` base carre´e et triangulaire. L’hypothe`se que l’on peut faire pour expliquer cette
diﬀe´rence concerne le mode`le : la constante K8 de´pend de la forme des lignes de courant autour
de l’apex de la bulle. Si l’on suppose que ces lignes de courant n’ont pas la meˆme forme dans
des tubes de formes diﬀe´rentes, la constante K8 n’aura pas la meˆme valeur suivant la forme
du tube. Cela induit que la forme de l’apex de la bulle est la meˆme dans des tubes carre´s et
triangulaires.
Il y a une limite au dela` de laquelle la line´arite´ de 1 − U¯2i,f en (a/RG)2 n’est plus observe´e.
Au dela` de cette limite, on doit probablement conside´rer les eﬀets de la tension de surface sur
la forme de la bulle, eﬀets qui ne sont pas pris en compte par notre mode`le. Cette limite est
diﬀe´rente suivant la forme du tube : Bof > 2 pour les cylindres, Bof > 3, 3 pour les carre´s et
Bof > 5 dans le cas des triangles. Cette remarque est cohe´rente avec les re´sultats de W. B. Kolb
et R. L. Cerro [46] qui ont montre´s que dans un tube a` base carre´e la bulle reste axysime´trique
jusqu’a` un nombre capillaire, Ca ≡ ρνUb/σ, de 0,1 (cf ﬁgure 5.18) ce qui correspond dans nos
re´sultats a` Bof > 6. Pour un nombre capillaire infe´rieur a` 0,1, il apparaˆıt une "dynamique de
coins", la bulle non axisyme´trique impose au liquide de se drainer par les coins du tube. Cet
e´coulement dans les coins des tubes n’est pas pris en compte dans notre mode`le, la validite´
de celui ci est donc limite´e en terme de nombre de Bond a` Bof > 6 dans les cas des tubes
non-cylindriques. En dessous de cette limite, l’e´coulement du liquide se fait essentiellement dans
les coins du tubes et la bulle n’a plus une forme axisyme´trique. Notre mode`le est donc valable
depuis l’apparition des eﬀets de courbure jusqu’a` Bof = 6, i.e. pour 6 < Bof < 9.
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Figure 5.18: Forme de la bulle dans un tube de section carre´e : (a) Re´gime non-axisyme´trique Ca < 0, 1,
(b) Re´gime axisyme´trique Ca > 0, 1. D’apre`s les re´sultats de W. B. Kolb et R. L. Cerro [46].
Dans l’e´tude de la transition A24, nous avons montre´ la pertinence de notre mode`le sur l’in-
ﬂuence des eﬀets de courbure : la loi 1−U¯ν,f = K9 (a/RG)2 est observe´e dans le cas des cylindres
(K9 = 2). Dans le cas des tubes de section carre´e et triangulaire, la line´arite´ de 1 − U¯ν,f en
(a/RG)2 est moins e´vidente, les points de mesure expe´rimentaux passant de part et d’autre de
la loi 1 − U¯ν,f = 2 (a/RG)2 (cf ﬁgure 5.17). Il peut y avoir plusieurs explications a` cela : tout
d’abord, on peut supposer que la forme des bulles courbe´s et visqueuses dans les carre´s et les
triangles est comple`tement diﬀe´rente de celle dans les cylindres et notre mode`le concernant les
bulles courbe´es et visqueuses n’est alors valable que dans le cas cylindrique. De plus, on peut
se rappeler les proble`mes de fuites de liquide aborde´s au paragraphe 2.2, conse´quences de notre
me´thode de fabrication des tubes a` base carre´e et triangulaire. Ces fuites permettent le passage
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Figure 5.19: Nombre de Bond en fonction du nombre capillaire obtenu dans des tubes cylindriques pour des
bulles d’air dans de l’huile silicone de viscosite´ supe´rieure a` 300.10−6 m2.s−1. La ligne en trait plein repre´sente
la loi (5.73)
du ﬂuide entre le proﬁl ajustable et le tube. Elles ont pour eﬀet d’acce´le´rer les bulles et donc de
diminuer artiﬁciellement la mesure de 1 − U¯ν,f . Ces fuites pourraient expliquer l’e´cart, observe´
sur la ﬁgure 5.17, entre nos points expe´rimentaux dans les tubes carre´s et triangulaires et la loi
valable dans le cas cylindrique pour (a/RG)2 < 0, 2.
Ces fuites peuvent aussi expliquer la remonte´e de la vitesse adimensionne´e U¯ν,f observe´ pour
un nombre de Bond infe´rieur a` 0,1 sur la ﬁgure 5.16. Cette remonte´e de U¯ν,f ne s’observe que
dans le cas des tubes a` base carre´e et triangulaire, il y a donc de grandes chances qu’elle soit
lie´e aux fuites entre le proﬁl ajustable et le tube. On peut noter que la vitesse re´elle des bulles,
elle, continue a` diminuer mais moins vite que la vitesse choisie pour l’adimensionnement.
Il existe, dans la re´gion 4, un travail analytique de´veloppe´ par F. P. Bretherton [13] en 1960. Le
mode`le de propagation de bulle d’air dans un liquide visqueux a` l’inte´rieur d’un tube de rayon R
proche de la longueur capillaire est base´ sur le raccordement asymptotique entre deux re´gions :
une re´gion autour de l’apex de la bulle ou` la forme de celle ci est de´termine´e par un e´quilibre
statique entre les eﬀets de tension de surface et la gravite´ et une re´gion plus en aval d’e´paisseur
de ﬁlm liquide constante ou` s’appliquent l’hypothe`se de lubriﬁcation. Le raccordement de ces
deux re´gions ame`ne a` la relation suivante :
Bo− 0, 842  1, 25Ca2/9 + 2, 24Ca1/3 (5.73)
F. P. Bretherton montre que cette relation est valable pour 0, 842 < Bo < 1, 04.
Sur la ﬁgure 5.19, nous pre´sentons, en e´chelle logarithmique, le nombre de Bond Bo en fonction
du nombre capillaire Ca. Les points  sont obtenus a` partir de nos expe´riences dans des tubes
cylindriques. Les liquides utilise´s et les dimensions des tubes sont identiques a` ceux de la ﬁgure
5.15 qui pre´sente nos mesure de vitesse de bulle visqueuse lorsque les eﬀets de courbure sont
non ne´gligeable. Nous nous trouvons dans la re´gion 4 du diagramme de phase. La ligne en trait
plein pre´sente la loi (5.73).
On remarque que nos points expe´rimentaux tendent vers la loi (5.73) lorsque le nombre de
Bond tend vers 1, i.e. lorsque l’on tend vers son domaine de validite´. Nos mesures ne nous
permettent pas de ve´riﬁer de manie`re comple`te la loi de F. P. Bretherton car le nombre de
Bond minimal de nos expe´riences est de 1,2. Toutefois le fait que l’on tende vers cette loi plaide
tre`s fortement en sa faveur. Le travail de F. P. Bretherton constitue un exemple tre`s inte´ressant,
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avec une approche diﬀe´rente de la notre, de mode´lisation de la dynamique d’une bulle capillaire
visqueuse.
6. CONCLUSIONS
Le mode`le the´orique nous a permis d’ordonner les re´sultats expe´rimentaux et d’e´tablir les
lois Frf = (Ref , Bof ) s’appliquant a` toutes les formes de tube e´tudie´es : cylindrique, carre´e,
triangulaire et rectangulaire. Ces re´sultats sont reporte´s ci dessous en guise de conclusion.
– 1. Dans la re´gion 1, le nombre de Froude est constant :
Frf =
U2b
gP
= 0, 04. (6.1)
En terme de vitesse de bulle, on peut e´crire que Ub = 0, 2
√
gP ou` P est le pe´rime`tre de la
section du tube quelle que soit la forme de cette section. On constate un bon accord entre la
the´orie et l’expe´rience notamment dans le cas des tubes a` base rectangulaire de grand rapport
largeur/e´paisseur ou` l’on a montre´ que le rayon e´quivalent n’est pas la longueur pertinente
du proble`me.
– 2. Dans la re´gion 2, on montre expe´rimentalement et the´oriquement que le nombre de Stokes
est constant :
Stf =
Ub
g S
ν
= 0, 011 (6.2)
ou` S est la surface de la section du tube et ν la viscosite´ cine´matique du liquide a` drainer.
En terme de vitesse de bulle, la loi : Ub = 0, 011 gS/ν permet de bien expliquer les re´sultats
de nos expe´riences.
– 3. Le nombre de Reynolds Ref = Frf/Stf est de´ﬁni par :
Ref =
Ub (S/P )
ν
. (6.3)
La transition entre les deux re´gimes pre´ce´dents se fait pour un nombre de Reynolds critique
Re∗f = 3, transition inde´pendante de la forme de la section.
– 4. Le nombre de Bond caracte´risant les eﬀets superﬁciels est de´ﬁnit comme :
Bof =
(
RG
a
)2
(6.4)
ou` RG est le rayon de Gauss. Les eﬀets de courbure interviennent lorsque le nombre de Bond
atteint une valeur critique Bo∗f,i = 9 dans le cas inertiel et Bo
∗
f,ν = 15 dans le cas visqueux.
– 5. L’inﬂuence de σ sur la vitesse de remonte´e de la bulle a e´te´ e´tudie´e dans le cas d’un
e´coulement inertiel et d’un e´coulement visqueux. Nous avons montre´ que l’eﬀet de la tension
de surface est de diminuer la gravite´ apparente ressentie par la bulle.
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7. E´TUDE DU TEMPS DE VIDANGE DE RE´SERVOIRS
CYLINDRIQUES
7.1 Proble`me pose´
Le proble`me e´tudie´ dans ce chapitre concerne la vidange d’un re´servoir cylindrique, de longueur
L et de rayon interne R, entoure´ d’air et rempli d’un liquide de masse volumique ρ grande
devant celle de l’air et de viscosite´ cine´matique ν. Le tube est ferme´ dans sa partie supe´rieure
et l’e´change entre les deux ﬂuides s’eﬀectue au travers d’un trou circulaire de rayon r ≤ R.
Le cas ou` le tube est ouvert dans sa partie supe´rieure (conﬁguration de type Torricelli) a e´te´
e´tudie´ par C. Clanet [17]. Les deux photographies de la ﬁgure 7.1 pre´sentent la vidange d’un
2R
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air
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air
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air
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Figure 7.1: Photographies de la vidange de deux tubes cylindriques, remplis d’eau, de longueur L = 0,8600 m,
de rayon interne R = 0,0395 m et de rayons d’e´change : (a) r = 0,0200 m ; (b) r = 0,0050 m
tube cylindrique de longueur L = 0,8600 m et de rayon R = 0,0395 m initialement rempli
d’eau. Le rayon r d’e´change entre les ﬂuides est diﬀe´rent sur les deux images : r = 0,0200 m
pour la photographie 7.1-(a) et r = 0,0050 m pour 7.1-(b). Il faut noter que ces deux images
ne montrent pas le trou d’e´change et qu’on ne peut pas y observer la sortie de l’eau. On y
remarque, par contre, une succession de bulles d’air qui remontent pe´riodiquement dans le tube.
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Ces bulles sont d’autant plus aise´ment observables que le rayon d’e´change est petit. L’interface
supe´rieure se´parant la poche d’air du liquide est, elle aussi, facilement repe´rable meˆme dans
le cas d’un grand rayon d’e´change (photographie 7.1-(a)). On peut noter que l’image 7.1-(a)
montre la ﬁn de la vidange tandis que l’image 7.1-(b) correspond aux premiers instants de la
vidange.
La pe´riode d’e´mission des bulles est de 0,25 s pour les deux tubes pre´sente´s sur la ﬁgure 7.1.
On de´ﬁnit le temps de vidange comme le temps a` partir duquel 90% de la masse initialement
contenue dans le re´servoir a e´te´ e´vacue´e. Notre mesure du temps de vidange varie de 570 ± 3 s,
lorsque le rayon d’e´change est de 0,005 m, a` 15,5 ± 0,5 s pour r = 0,020 m. On constate donc
que l’on a deux e´chelles de temps bien distincts : une e´chelle de temps long de retour a` l’e´quilibre
et une e´chelle de temps court, la pe´riode d’e´mission des bulles d’air dans le re´servoir. Ce temps
court fait l’objet du chapitre 10.
Le proble`me e´tudie´ dans cette deuxie`me partie est le temps de vidange d’un re´servoir cylindrique
vertical, initialement rempli de liquide. On cherche a` de´terminer la loi :
Tv = f(g, ρ, ν, L,R, r) (7.1)
Le cas R = r est directement relie´ a` la remonte´e des bulles inﬁnies e´tudie´e dans la partie I et la
loi (7.1) est Tv = Tb = L/Ub.
Dans un premier temps (section 7.2), nous cherchons a` de´terminer la loi (7.1) lorsque la vidange
s’eﬀectue au travers d’un oriﬁce de rayon r tel que r < R.
Dans un second temps (section 7.3), nous montrons que la loi Tv = Tb, du cas r = R, n’est pas
une bonne estimation du temps de vidange pour les ﬂuides visqueux dans la mesure ou` une part
non ne´gligeable de la masse initialement contenue dans le tube est pre´sente apre`s le passage de
la bulle. Nous nous concentrons, alors, a` de´crire correctement la phase de drainage du tube.
7.2 Liquides non visqueux, r < R
7.2.1 Montage expe´rimental
Pour les tubes peu volumineux, jusqu’a` 1 litre, nous avons utilise´ le montage de la ﬁgure 7.2.
Ce montage est similaire a` celui pre´sente´ dans le chapitre 2. Le tube de PVC est accroche´ a` une
potence en aluminium. Apre`s la ﬁxation, dans sa partie infe´rieure, d’une rondelle perce´e d’un
trou de rayon r, il est rempli d’eau et ferme´ par un ﬁlm de plastique rigide. Pour les re´servoirs
plus volumineux, le tube est en plexiglas, il est pose´ sur un socle et ferme´ par un clapet qui
descend verticalement lorsqu’on de´clenche l’ouverture du tube. Le montage est de´taille´ sur la
ﬁgure 7.3.
A t = 0, on ouvre la base du tube et l’on re´cupe`re avec la came´ra la position z(t) de l’interface
air-eau a` l’inte´rieur du tube. Un chronome`tre nous permet aussi une mesure directe du temps
de vidange Tv.
Dans les deux montages pre´ce´dents, la section d’e´change entre les deux ﬂuides est pre´sente´e sur
la ﬁgure 7.4. L’angle du biseau est de 20◦. L’aiguille pointe vers le liquide aﬁn qu’il ne "voit"
qu’une seule longueur : le rayon r.
Les tubes cylindriques utilise´s sont pre´sente´s dans le tableau 7.1. De gauche a` droite, on pre´sente
sur ce tableau le nume´ro de chacun des tubes utilise´s, la longueur L du tube, le rayon interne
R et le rayon r d’e´change entre les ﬂuides. Les 3 premiers tubes sont les plus volumineux, ce
sont ceux qui ont e´te´ utilise´s avec le montage de la ﬁgure 7.3. Les 5 autres ont e´te´ monte´s sur
la potence de la ﬁgure 7.2. Nous avons fait varier la longueur des tubes d’un facteur 12, de
1,760 m a` 0,151 m et le rayon R d’un facteur 6, de 0,0870 m a` 0,0142 m.
Le liquide utilise´ pour nos mesures est l’eau de masse volumique ρ = 995 kg.m−3, de viscosite´
ν = 10−6 m2.s−1 et de tension de surface σ = 0,07 N.m−1.
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Figure 7.2: Dispositif expe´rimental n◦1
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Figure 7.3: Dispositif expe´rimental n◦2
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Figure 7.4: Vue en coupe de la section d’e´change
n◦ du tube L longueur R rayon inte´rieur r rayon du trou d’e´change
(m) (m) (m)
1 1,7600 0,0870 de 0,0040 a` 0,0300
2 0,8600 0,0395 de 0,0050 a` 0,0300
3 1,7600 0,0395 de 0,0050 a` 0,0300
4 0,5820 0,0180 0,0100 ; 0,0131 ; 0,0150
5 0,2950 0,0142 0,0100 ; 0,0131 ; 0,0142
6 0,2950 0,0180 0,0100 ; 0,0131 ; 0,0150 ; 0,0180
7 0,2950 0,0231 0,0100 ; 0,0131 ; 0,0150 ; 0,0231
8 0,1510 0,0180 0,0100 ; 0,0131 ; 0,0150
Table 7.1: Parame`tres ge´ome´triques des tubes utilise´s dans nos expe´riences de vidange
Nous allons maintenant estimer l’incertitude sur la mesure du temps Tv : Dans l’exemple de la
vidange du tube 5 au travers d’un trou d’e´change de rayon r = 0,010 m, la mesure du temps
de vidange obtenue par chronome´trage est de 5,8 s, 6,00 s et 5,85 s pour trois expe´riences
mene´es dans les meˆmes conditions. Le re´sultat de la mesure est donc Tv = 5,88 ± 0,12 s,
on a donc une incertitude sur la mesure de 2 %. De la meˆme manie`re, la mesure du temps
de vidange du tube 1 au travers d’un trou de rayon r = 0,0077 m a e´te´ eﬀectue´e pour trois
expe´riences. Les re´sultats sont : Tv = 1830 s, 1810 s et 1826 s ce qui nous ame`ne a` la mesure de
Tv = 1822 ± 12 s, l’incertitude sur la mesure est donc infe´rieure a` 1 %.
On peut donc estimer l’erreur relative de mesure du temps de vidange a` 2 %.
L’incertitude sur les mesures des dimensions des tubes et sur les parame`tres physiques des
liquides est estime´e a` 2 %.
7.2.2 Observations expe´rimentales
Trajectoire de l’interface
La came´ra (cf sche´ma 7.2 et 7.3) nous permet de suivre la position z de l’interface air-eau dans
le tube au cours du temps. Cette position, adimensionne´e par la longueur du tube, est pre´sente´e
sur la ﬁgure 7.5 en fonction du temps dans le cas de la vidange du tube 1 pour trois rayons
d’e´change diﬀe´rents. On remarque que la vitesse de descente de l’interface est constante. Cette
remarque est valable pour tous les autres tubes et tous les rayons d’e´change utilise´s. On peut
donc parler de vitesse de descente de l’interface, Uinterface, et l’on utilise la relation :
Uinterface =
L
Tv
. (7.2)
La vitesse de descente de l’interface est de 0,0139 m.s−1 pour le trou r = 0,0226 m et passe
a` Uinterface = 0,0017 m.s−1 pour le trou r = 0,0100 m et 0,0010 m.s−1 pour le trou de rayon
r = 0,0077 m. On remarque que la vitesse Uinterface et donc le temps de vidange ne sont pas
des fonctions line´aires du rayon d’e´change r. TV diminue avec r selon une loi qu’il nous reste a`
de´terminer.
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Figure 7.5: Trajectoires z/L(t) de l’interface dans le tube 1 pour trois rayons d’e´change diﬀe´rents.
(©) r = 0,0077 m, () r = 0,0100 m et () : r = 0,0226 m. Les expe´riences ont e´te´ re´alise´es dans de
l’eau
Inﬂuence des parame`tres ge´ome´triques
La ﬁgure 7.6 pre´sente, sur une e´chelle logarithmique, les temps de vidange Tv en fonction de r
mesure´s pour les tubes 1, 2 et 3. Les rayons d’e´change varient de 0,004 m a` 0,030 m.
L’incertitude sur le temps Tv est de 2 % et celle sur le rayon d’e´change est estime´e a` 2 %.
La premie`re observation est que pour tous les tubes, le temps de vidange est un fonction
de´croissante de r. Nous avons repre´sente´ en trait plein une droite de pente - 2,6 qui illustre
notre meilleur ajustement sur une loi de la forme : Tv ∼ rα. On observe donc que le temps de
vidange est une fonction de´croissante de r selon la loi expe´rimentale : Tv ∼ r−2,6.
Le tube 2 () et le tube 3 (©) ont le meˆme rayon inte´rieur, R = 0,0395 m, et une longueur L
diﬀe´rente : L = 0,860 m et L = 1,760 m respectivement. Les points  et © nous permettent
donc d’observer la de´pendance de Tv en L. On remarque aise´ment que a` R et r e´gaux, le
temps de vidange augmente avec la longueur du tube. Par exemple, pour deux tubes de rayon
R = 0,0395 m et de rayon d’e´change r = 0,010 m, le temps de vidange passe de 104 s a` 254 s
lorsque la longueur passe de L = 0,860 m a` L = 1,760 m.
Le tube 1 () et le tube 3 (©) ont la meˆme longueur, L = 1,7600 m, et un rayon inte´rieur
diﬀe´rent : R = 0,0870 m et R = 0,0395 m respectivement. L’analyse de ces points de mesure
montre que le temps de vidange est une fonction croissante du rayon du tube. En eﬀet, pour
une longueur de tube L = 1,760 m et un rayon d’e´change r = 0,010 m, le temps de vidange
passe de 254 s a` 1016 s lorsque le rayon R passe de 0,0395 m (©) a` 0,0870 m ().
Tv varie, donc, avec r selon une loi Tv ∼ r−2,6. On observe, de plus, que le temps de vidange est
une fonction croissante de L et R.
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Figure 7.6: Tv en fonction de r pour les tubes 1 (), 2 () et 3 (©). La ligne en trait plein repre´sente la loi
Tv ∼ r−2,6
7.2.3 Mode`le
Sur l’e´chelle du temps long de vidange, on ne voit pas les oscillations lie´es a` la pe´riode de rentre´e
des bulles mais un phe´nome`ne continu de rentre´e d’air. Sur cette e´chelle des temps longs, on
mode´lise donc l’e´change eau/air par l’ascension d’une bulle unique de taille r. Ces bulles ont
e´te´ e´tudie´es dans la partie I et leur vitesse est Ub = 0, 2
√
gP . Comme P = 2π r, on obtient
Ub = 0, 5
√
gr.
Par conservation du volume, on obtient :
Ub
Uinterface
=
(
R
r
)2
. (7.3)
A partir des expressions pre´ce´dentes de Uinterface, e´quation (7.2), et de Ub, on de´duit :
Tv =
L
0, 5
√
gR
(
R
r
)5/2
. (7.4)
On retrouve bien nos observations expe´rimentales : Tv est une fonction croissante de L et de
R. Ce mode`le d’e´change continu conduit a` une de´pendance de Tv en r−5/2 proche de la mesure
expe´rimentale : r−2,6.
Soit T∞ le temps que met une bulle inﬁnie cylindrique de rayon R pour parcourir la distance
L :
T∞ =
L
0, 5
√
gR
. (7.5)
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La loi (7.4) s’e´crit alors sous une forme adimensionne´e :
Tv
T∞
=
(
R
r
) 5
2
. (7.6)
7.2.4 Re´sultats expe´rimentaux et discussions
Temps de vidange Tv
1
10
100
1000
104
105
1 10 100
Tv / T
 R / r
∞
Figure 7.7: Tv/T∞, temps de vidange adimensionne´ en fonction de R/r pour le tube 1(•), le tube 2 (©), le
tube 3 (), le tube 4 (), le tube 5 (), le tube 6 (), le tube 7 () et le tube 8 (♦). Les expe´riences ont
e´te´ mene´es dans de l’eau. La ligne en trait plein repre´sente la loi (7.6)
Sur la ﬁgure 7.7, nous avons repre´sente´, en e´chelle logarithmique, le temps de vidange adimen-
sionne´ Tv/T∞ en fonction de R/r. Les points expe´rimentaux ont e´te´ obtenus dans les tubes 1
a` 8 pre´sente´s dans le tableau 7.1. Le liquide utilise´ pour les expe´riences est l’eau. L’incertitude
sur la mesure du temps de vidange e´tant de 2 %, l’erreur relative sur le temps de vidange
adimensionne´ est estime´e a` 5 %. L’erreur relative sur le rapport r/R est estime´e a` 4 %.
On constate que les diﬀe´rents tubes se concentrent sur une courbe unique. On observe que
cette courbe unique est en bon accord avec la loi (7.6), pre´sente´e en trait plein continu, dans la
gamme de taille de tube e´tudie´e.
Discussion sur les eﬀets capillaires et visqueux
Nous avons vu, section 5.4.1 de la partie I, que dans les tubes cylindriques les bulles inﬁnies
ressentent les eﬀets de courbure lorsque le nombre de Bond, Bo ≡ (r/a)2, devient infe´rieur a`
9. Dans notre cas, on s’attend donc a` ce que les eﬀets de courbure n’interviennent que lorsque
le rayon d’e´change devient plus petit que 3 fois la longueur capillaire. Dans le cas de l’eau,
la longueur capillaire est de 2,7 mm environ. On devrait donc ressentir les eﬀets de courbure
sur le temps de vidange en dessous d’un rayon r = 8 mm. Or nous ne les avons pas observe´
92 7. E´tude du temps de vidange de re´servoirs cylindriques
dans nos re´sultats. Il existe deux raisons principales pour expliquer cela : Les eﬀets de tension
superﬁcielle, dans l’eau, restent faibles jusqu’a` r = 5 mm, i.e. Bo = 4, qui est la limite des
rayons r utilise´s. De plus il existe une poche d’air en haut du tube qui, par sa diﬀe´rence de
pression avec le milieu ambiant, entraˆıne l’apparition d’une force de rappel, identique a` celle d’un
ressort, non ne´gligeable sur le volume d’eau dans le tube. Cette force de rappel introduit une
nouvelle acce´le´ration sur l’interface soumise a` l’instabilite´ de Rayleigh-Taylor et donc augmente
le caracte`re instable de l’interface.
Nous avons vu, section 5.3, que les bulles inﬁnies deviennent sensibles a` la viscosite´ si le
nombre de Reynolds, Re ≡ Ub(S/P )/ν, est infe´rieur a` 3. Ainsi pour le cas de l’eau de vis-
cosite´ ν = 10−6 m2.s−1, le nombre de Reynolds devient infe´rieur a` 3 si le rayon d’e´change
devient infe´rieur a` 0,25 mm, rayon ou` les eﬀets de courbure empeˆchent tout e´change de ﬂuide.
Nos expe´riences sont donc dans la bonne gamme de validite´ de la loi Ub = 0, 5
√
gr : il n’y a
pas d’eﬀets de courbure et pas d’eﬀets visqueux puisque le nombre de Reynolds est toujours
supe´rieur a` 3.
Avec de l’huile de silicone V100 (ν = 10−4 m2.s−1), le rayon d’apparition des eﬀets visqueux
est de 5 mm. Il faut donc, pour observer des eﬀets de la viscosite´ sur le temps de vidange au
travers d’un rayon d’e´change supe´rieur a` 5 mm, utiliser des liquides de viscosite´s dynamiques
supe´rieures a` 10−4 m2.s−1. Par exemple, pour des huiles silicone V1000 (ν = 10−3 m2.s−1), le
rayon infe´rieur d’apparition des eﬀets de la viscosite´ sur le temps de vidange est de 25 mm ;
rayon suﬃsamment grand pour pouvoir ne´gliger les eﬀets de σ.
7.3 Liquides visqueux, r = R
Nous nous inte´ressons ici a` la vidange de tubes cylindriques initialement rempli de ﬂuide vis-
queux. Ces tubes ont une longueur L, un rayon R et ils sont pleinement ouverts a` la base. La
partie I a e´te´ consacre´e a` la remonte´e de la bulle inﬁnie qui se propage apre`s l’ouverture de la
base du tube. Cette bulle a une vitesse constante Ub et on peut alors e´valuer le temps de vidange
comme Tb = L/Ub. Aﬁn de comparer cette loi aux re´sultats expe´rimentaux, nous avons monte´
une expe´rience de mesure de la masse de liquide restant dans le tube. Ce montage expe´rimental
nous permet, tout d’abord, de montrer que la loi Tb = L/Ub n’est pas une bonne estimation du
temps de vidange dans le cas des liquides visqueux. Il nous permet, ensuite, d’e´tudier l’e´pais-
seur moyenne, e¯0, du ﬁlm de liquide laisse´ a` la paroi apre`s le passage de la bulle puis la loi de
drainage de ce ﬁlm liquide jusqu’a` la vidange comple`te du tube.
7.3.1 Montage expe´rimental et protocole de mesure
La ﬁgure 7.8 pre´sente le montage expe´rimental utilise´ pour e´tudier l’e´volution de la masse de
liquide restant dans le tube lors de sa vidange.
Ce montage expe´rimental est constitue´ d’un tube cylindrique, de rayon et de longueur variables.
Ce tube est suspendu a` un capteur qui permet d’en mesurer la masse. Ce capteur fabrique´
par SCAIME est un capteur de force a` jauges de contraintes. Les mesures se font en ﬂexion.
Le capteur est relie´ a` un ordinateur e´quipe´ d’une carte d’acquisition analogique qui re´cupe`re
l’e´volution de la masse totale du syste`me (tube + liquide) en fonction du temps.
Le tube est ferme´ en haut et est rempli initialement d’un liquide. Au temps t = 0, on ouvre
le bas du tube et l’on observe la vidange. Le capteur de force nous permet de mesurer la
masse M(t). L’arrive´e de la bulle en haut du tube est repe´re´e graˆce a` un dispositif optique.
Ce dispositif est compose´ d’une diode laser qui, le faisceau lumineux traversant le tube, vient
exciter une photodiode dont on re´cupe`re le signal. La coupure par la bulle de ce rayon laser,
nous indique l’arrive´e de la bulle a` une distance faible, connue, de l’extre´mite´ ferme´e du tube.
L’instant d’arrive´e tb de la bulle au fond du tube est ensuite facilement calcule´, avec une bonne
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Figure 7.8: Sche´ma du montage de pese´e utilise´ pour la mesure de l’e´paisseur du ﬁlm
Longueur Rayon
n◦ du tube L (m) R (m)
1 0,2950 0,0050
2 0,2950 0,0085
3 0,2950 0,0102
4 0,2950 0,0143
5 0,2950 0,0180
6 0,2950 0,0231
7 0,5800 0,0180
8 0,1500 0,0180
Table 7.2: Dimensions des tubes utilise´s pour l’e´tude du drainage de ﬂuide visqueux
pre´cision car la vitesse de la bulle est e´galement connue. Cet instant d’arrive´e marque la ﬁn de
la premie`re e´tape de la vidange et le de´but de la seconde phase de drainage du ﬁlm laisse´ a` la
paroi apre`s le passage de la bulle.
Le tableau 7.2 pre´sente la gamme de tubes utilise´s dans nos expe´riences. Ce sont des tubes en
PVC transparent. Le rayon R des tubes varie d’un facteur 5, de 0,0050 m pour le tube 1 jusqu’a`
0,0231 m pour le tube 6. La longueur L des tubes peut eˆtre multiplie´e par 4 entre le tube 7 et
le tube 8 pour un meˆme rayon de 0,0180 m.
Les ﬂuides utilise´s dans nos expe´riences sont l’eau et les huiles silicone pre´sente´es sur le tableau
2.2 de la partie I. Nous faisons varier la viscosite´ du ﬂuide d’un facteur 105. Les densite´s ρ des
diﬀe´rentes huiles silicone ainsi que leurs tensions de surface σ sont sensiblement identiques.
Le capteur permet une mesure extreˆmement pre´cise de la masse, l’erreur relative annonce´e par
le fabricant est 0,033 %. A cette erreur interne au capteur, nous devons ajouter les erreurs lie´es
a` l’expe´rience : la perturbation due a` l’ouverture du tube qui ame`ne une erreur sur la mesure
du temps t0 ; la pre´sence de gouttes d’huile silicone sur la paroi externe des tubes, gouttes qu’il
est de´licat d’enlever ; l’erreur sur la mesure de tb par le signal de la photodiode (erreur que l’on
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M0 (g) M10 (g) M30 (g)
masse a` t = t0 masse a` t = t0 + 10 s masse a` t = t0 + 30 s
Expe´rience 1 284,75 45,40 23,70
Expe´rience 2 284,50 45,15 23,45
Expe´rience 3 284,75 45,40 24,40
Expe´rience 4 287,75 46,40 24,15
Valeurs moyennes 285,40 45,59 23,92
Incertitudes 0,8 % 1,7 % 2%
Table 7.3: Estimation de l’incertitude sur la mesure de Mliq(t)
peut estimer a` 0,1 s) . . . etc
Nous avons estime´ les erreurs sur la mesure de la masse en recommenc¸ant plusieurs fois la
meˆme expe´rience de vidange et observant les e´carts entre les diﬀe´rentes mesures. Ainsi, pour la
vidange du tube 5 rempli d’huile silicone V 1000, les re´sultats de quatre expe´rience de pese´e sont
reporte´s sur le tableau 7.3. La masse M0 correspond a` la masse de liquide pre´sente dans le tube
a` t = t0. Les diﬀe´rentes mesures de M0 sont pre´sente´es dans la seconde colonne. Les mesures
de la masse de liquide pre´sente dans le tube a` l’instant t = t0 + 10 s, M10, sont pre´sente´es
dans la troisie`me colonne et la dernie`re colonne correspond aux mesures de la masse de liquide
a` t = t0 + 30 s, M30. Nous avons reporte´ sur ce tableau les valeurs moyennes pour chacune des
masses pre´ce´dentes et les diﬀe´rentes incertitudes sur la mesure de la masse de´duites des e´carts
de mesure. On observe que l’incertitude sur la mesure de la masse varie de 0,7 % a` 2 %. Cette
valeur de 2 % nous semble eˆtre une estimation raisonnable de l’erreur relative de mesure de la
masse de liquide restant dans un tube.
L’erreur relative de mesure des longueurs et des parame`tres physiques des liquides est, comme
pre´ce´demment, estime´e a` 2 %.
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Figure 7.9: Exemple de signal de pesage M(t). Vidange du tube 5 initialement rempli d’huile silicone V12500.
L’instant t0 = 0 est l’instant de l’ouverture du tube. La bulle inﬁnie arrive a` l’extre´mite´ ferme´e a` t = tb. La
vidange du tube est atteinte a` t = t90%
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La ﬁgure 7.9 pre´sente un exemple de signal de masse en fonction du temps obtenu pour le tube
5 (L = 0,295 m et R = 0,018 m) et une viscosite´ de 12 500.10−6 m2.s−1 (huile silicone V12500).
Seule la masse de liquide est pre´sente´e sur cette ﬁgure, la masse du tube ayant e´te´ retranche´e.
La masse initiale de liquide dans le tube est de 290 g. A t0 = 0, on ouvre le tube. On observe
la remonte´e d’une bulle jusqu’au temps tb = 27,5 ± 0,1 s ou` la bulle arrive en haut du tube.
Pour t = tb, comme le montre la ﬁgure 7.9, il reste encore 158, 9± 0,7 g de liquide dans le tube,
soit plus de 50% de la masse initiale. Nous observons aussi sur cette ﬁgure que la diminution
de la masse de liquide est rapide durant la phase de remonte´e de la bulle puis s’eﬀectue sur
une e´chelle de temps plus longue dans la deuxie`me phase de drainage. Outre les e´chelles de
temps diﬀe´rentes, les lois de vidange sont aussi diﬀe´rentes dans les deux re´gimes, line´aire dans
la premie`re phase de la remonte´e de bulle et pre´sentant une courbure dans la phase de drainage.
7.3.2 E´tude de l’e´paisseur moyenne e¯0 du ﬁlm : t < tb
Nous nous inte´ressons dans un premier temps a` l’e´paisseur moyenne, e¯0, du ﬁlm de liquide
laisse´ a` la paroi apre`s le passage de la bulle entre t0 et tb. Cette e´paisseur constitue la condition
initiale de la loi de drainage qui intervient pour t > tb et il convient a` ce titre de comprendre
les me´canismes qui la gouvernent.
Me´thode de mesure de l’e´paisseur e¯0
R
e0
Figure 7.10: Bulle inﬁnie dans un tube cylindrique de longueur L = 0,295 m et de rayon R = 0,0102 m
remontant dans de l’huile silicone de forte viscosite´ ν = 0,1m2.s−1. Ub = 0,0004 m.s−1, Re = 1,8.10−5
Une me´thode simple pour obtenir l’e´paisseur e¯0 du ﬁlm est la me´thode optique : on photographie
la bulle lors de sa remonte´e et l’on mesure a` l’e´cran l’e´paisseur de ﬁlm liquide e¯0. La ﬁgure 7.10
montre une photographie instantane´e obtenue avec une huile silicone de forte viscosite´. Si le
ﬁlm est trop ﬁn ou si la bulle est trop rapide, cette me´thode se re´ve`le tre`s peu pre´cise. De plus
la ge´ome´trie cylindrique du tube re´fracte les rayons lumineux et l’e´paisseur apparente du ﬁlm
n’est pas exactement son e´paisseur re´elle. Ces limitations justiﬁent l’utilisation du montage de
pese´e.
La seconde me´thode, issue de l’e´tude du signal M(t), revient a` e´crire l’e´quation d’e´volution
de la masse de liquide Mliq en fonction du temps, et de la comparer au signal obtenu. Si l’on
suppose que la bulle est un cylindre de rayon R− e¯0 qui remonte dans le tube a` une vitesse Ub
constante, on peut e´crire :
Mliq(t) = M0 − ρπ(R− e¯0)2Ubt. (7.7)
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e¯0 (.10−3 m) e¯0 (.10−3 m)
Fluide utilise´ me´thode optique ajustement sur la loi (7.7)
V 100 3 3,15
V1000 5 4,92
V1000 5 5
V1000 5,1 4,86
V1000 5 4,87
V12500 5,4 5,39
Table 7.4: Comparaison des deux me´thodes de mesure de l’e´paisseur e¯0. Mesures eﬀectue´es dans le tube 5
La densite´ ρ du liquide est connue, ainsi que le rayon R du tube et Ub peut eˆtre calcule´e a` partir
des re´sultats de la partie I. Un ajustement de cette e´quation sur le signal mesure´ Mliq(t) nous
donne acce`s a` l’e´paisseur moyenne e¯0 recherche´e.
Le tableau 7.4 pre´sente la comparaison entre la me´thode issue du pesage et la mesure optique.
Les mesures ont e´te´ faites dans le tube 5. La premie`re colonne pre´sente le ﬂuide utilise´, la
seconde colonne le re´sultat obtenu par mesure optique et la dernie`re colonne correspond a` la
mesure issue de l’e´tude du signal Mliq(t). Cette comparaison a e´te´ eﬀectue´e pour des e´paisseurs
e¯0, variant de 3.10−3 m a` 5,5.10−3 m. La me´thode de l’ajustement donne des re´sultats s’e´cartant
a` moins de 5 % de ceux de la me´thode optique que l’on suppose eˆtre pre´cise dans cette gamme
d’e´paisseur. Nous utilisons donc dans le reste de l’e´tude, la me´thode de l’ajustement du signal
Mliq(t) pour la mesure de l’e´paisseur e¯0.
L’incertitude sur la mesure de e¯0 peut eˆtre estime´e en observant les diﬀe´rents re´sultats de mesure
de e¯0 dans le tube 5 avec de l’huile silicone V1000, pre´sente´s sur le tableau 7.4 : l’e´paisseur e¯0
a une valeur moyenne de 4,91.10−3 m pour un e´cart maximal de 0,09.10−3 m. L’incertitude sur
la mesure de e¯0 est donc de 2 %.
Observations expe´rimentales
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Figure 7.11: Epaisseur e¯0 du ﬁlm de ﬂuide en fonction du rayon R du tube pour diﬀe´rentes viscosite´s.  :
huile V5 ;  : huile V20 ; • : huile V100 ;  : huile V1000 ;  : huile V12500 ; © : huile V100000. Les mesures
ont e´te´ eﬀectue´es dans les tubes 1 a` 6. La ligne en trait plein repre´sente la loi e¯0 = 0, 3R
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Figure 7.12: Epaisseur e¯0 du ﬁlm de ﬂuide en fonction de la viscosite´ pour diﬀe´rents rayons du tube.
 : tube 2 ;  : tube 3 ; © : tube 4 ;  : tube 5 ;  : tube 6
L’inﬂuence du rayon R du tube sur l’e´paisseur e¯0 est pre´sente´e sur la ﬁgure 7.11. Sur cette
ﬁgure, on pre´sente l’e´paisseur e¯0 en fonction de R. Les mesures d’e´paisseur ont e´te´ mene´es dans
des tubes de meˆme longueur L = 0,295 m et de rayon R diﬀe´rents (tubes de 1 a` 6). Les liquides
utilise´s sont des huiles silicone de viscosite´ variant de 5.10−6 m2.s−1 a` 0,1 m2.s−1.
Pour chacune des viscosite´s choisies, on constate que e¯0 augmente avec le rayon R du tube sauf
pour la plus petite viscosite´ (huile V5) ou` l’e´paisseur est constante. La loi d’e´volution e¯0(R)
n’est pas la meˆme selon que l’on se situe dans le domaine des bulles visqueuses (Re < 1) ou que
l’on soit dans le domaine des bulles inertielles (Re > 10).
Dans le cas des bulles visqueuses, c’est a` dire des huiles V1000, V12500 et V100000 (symboles
vides), la variation de e¯0 avec R est line´aire et la mesure de la pente donne 0,30. De plus, on
observe que e¯0 est inde´pendante de ν.
Pour des viscosite´s infe´rieures (symboles pleins), la loi de variation de e¯0 avec R est croissante.
Dans ce re´gime, l’e´paisseur augmente avec ν puisqu’elle passe de 0,001 m a` 0,004 m entre les
points de mesure dans l’huile V5 et ceux dans l’huile V100 pour R = 0,0231 m. L’e´paisseur
augmente aussi avec R : dans de l’huile V100, elle passe de 0,0018 m pour R = 0,005 m a`
0,0040 m pour R = 0,0231 m.
La ﬁgure 7.12 conﬁrme l’existence de deux comportements diﬀe´rents de l’e´paisseur e¯0 suivant la
viscosite´. Sur cette ﬁgure nous avons repre´sente´ en e´chelle logarithmique, pour diﬀe´rents rayons
de tube, l’e´paisseur e¯0 en fonction de la viscosite´ ν. Les 5 tubes utilise´s ont la meˆme longueur
L = 0,295 m et un rayon inte´rieur R qui varie de 0,0085 m pour le tube 2 jusqu’a` 0,0231 m
pour le tube 6. On remarque que pour des viscosite´s infe´rieures a` ν = 10−3 m2.s−1, l’e´paisseur
du ﬁlm, e¯0, augmente avec la viscosite´ ν suivant une loi de puissance e¯0 ∼ να commune a` tout
les tubes. Cette loi est pre´sente´e en trait plein sur la ﬁgure 7.12. Une re´gression sur nos mesures
montre que α  0,3.
Pour des viscosite´ supe´rieures a` 10−3 m2.s−1, e¯0 atteint un plateau et devient inde´pendante de
ν. Le plateau atteint est d’autant plus e´leve´ que le rayon du tube est grand, ainsi pour une
viscosite´ de 0,1m2.s−1, l’e´paisseur atteinte passe de 0,0026 m pour le tube 2 (R = 0,0085 m) a`
0,0068 m pour le tube 6 (R = 0,0231 m).
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Figure 7.13: Sche´ma de principe du mode`le
Analyse the´orique
Nous allons tout d’abord de´terminer la vitesse u, vitesse moyenne du liquide dans l’e´paisseur
e¯0.
Le mode`le est sche´matise´ sur la ﬁgure 7.13. Le champ de vitesse dans le ﬁlm, note´ V (r), est
suppose´ stationnaire et inde´pendant de z dans ce premier mode`le. On supposera que e¯0 est petit
devant R : l’ordre de grandeur de e¯0/R peut eˆtre e´value´ a` partir de la ﬁgure 7.11. Pour un rayon
R = 0,0231 m, l’e´paisseur moyenne e¯0 varie de 0,0010 m pour un liquide de faible viscosite´ (huile
silicone V5) a` 0,0068 m pour de l’huile V100 000. Ainsi le rapport e¯0/R varie de 0,04 a` 0,15 au
maximum. Ceci montre que notre hypothe`se, e¯0 petit devant R, est acceptable. Nous faisons, de
plus, l’hypothe`se que l’e´coulement dans le ﬁlm est re´git par un e´quilibre viscosite´-gravite´. Cette
hypothe`se re´duit l’e´quation de Navier-Stokes a` l’e´quation de lubriﬁcation :
ν
d2V
dr2
= g, (7.8)
qui doit eˆtre re´solue avec les conditions aux limites :
si r = R− e¯0,
dV
dr
= 0, (7.9)
et si r = R,
V = 0. (7.10)
Ces hypothe`ses conduisent a` un proﬁl d’e´coulement de type Poiseuille. En inte´grant l’e´quation
(7.8) a` l’aide des conditions aux limites (7.9) et (7.10), on obtient le re´sultat suivant pour
R− e¯0 < r < R :
V (r) =
g r2
2ν
[
1− 2 R− e¯0
r
+
R2
r2
(
1− 2 e¯0
R
)
]
(7.11)
Soit u la vitesse moyenne dans l’e´coulement, u est de´ﬁnie par :
[πR2 − π(R− e¯0)2]u = 2π
∫ R
R−e¯0
rV (r)dr. (7.12)
Cette nouvelle inte´gration donne comme re´sultat :
u =
1
3
ge¯0
2
ν
(
1− 58 e¯0R
1− 12 e¯0R
)
. (7.13)
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La discussion pre´ce´dente sur l’ordre de grandeur de e¯0/R nous permet d’e´valuer le terme entre
parenthe`se de l’e´quation (7.13) a` 1 :
u ≈ 1
3
ge¯0
2
ν
. (7.14)
Connaissant la vitesse moyenne dans le ﬁlm liquide, nous pouvons entreprendre le calcul de e¯0.
Si e¯0 est petit devant R, on peut e´crire la loi de conservation de la masse lors de la remonte´e de
la bulle sous la forme :
2πR e¯0 u = πR2 Ub, (7.15)
Si l’on introduit l’e´quation (7.14) pour e´liminer l’inconnue u, on obtient une loi de variation de
e¯0 en fonction de R et ν :
e¯0
R
=
(
3
2
Ub ν
gR2
) 1
3
. (7.16)
Ce calcul peut eˆtre retrouve´ dans le livre de G. K. Batchelor [6] sur la dynamique des ﬂuides
datant de 1967.
Re´sultats expe´rimentaux et discussions
La loi (7.16) est valable quelle que soit la valeur pour Ub. Si le nombre de Reynolds est supe´rieur
a` 10, on a une bulle inertielle et sa vitesse d’ascension est Ub = 0, 5
√
gR. Ainsi la loi (7.16)
devient :
e¯0
R
=
(
3
2
0, 5
√
gRν
gR2
) 1
3
. (7.17)
Soit
e¯0
R

(
3
4
) 1
3
(
ν2
gR3
) 1
6
. (7.18)
La ﬁgure 7.14 pre´sente l’e´paisseur moyenne mesure´e e¯0 adimensionne´e par R en fonction de
(ν2/(gR3))1/6 pour des bulles remontant dans les 6 premiers tubes du tableau 7.2. Le rayon R
varie donc de 0,0050 m a` 0,0231 m pour une meˆme longueur de tube L = 0,295 m. Les liquides
sont de faible viscosite´ :  : huile silicone V5,  : V20 et © : V100. Le nombre de Reynolds
minimal est 11.
L’incertitude expe´rimentale sur e¯0/R est estime´e a` 4 % et celle sur (ν2/(gR3))1/6 est estime´e a`
3 %.
On constate sur la ﬁgure 7.14 que nos re´sultats expe´rimentaux sont proches de la loi (7.18)
pre´sente´e en trait plein sur la ﬁgure. Cela implique que e¯0 varie en ν1/3 proche de la loi
expe´rimentale ν0,3 issue de nos observations expe´rimentales, section 7.3.2.
On observe ne´anmoins un e´cart, allant jusqu’a` 11 % pour les plus grand rapports e¯0/R, entre
nos re´sultats expe´rimentaux et la loi (7.18). Cet e´cart n’est pas explique´ par nos erreurs expe´ri-
mentales. L’explication la plus plausible est que notre hypothe`se e¯0/R << 1 n’est plus valable
pour un rapport e¯0/R > 0, 15. Si e¯0/R = 0,15, le terme entre parenthe`se de l’e´quation (7.13)
vaut 0,9 et notre mode`le apporte une erreur de 10 % sur l’estimation de e¯0/R ce qui est suﬃsant
pour expliquer l’e´cart entre la loi (7.16) et nos re´sultats expe´rimentaux.
Si le nombre de Reynolds est infe´rieur a` 1, on a une bulle visqueuse et sa vitesse d’ascension est
Ub = 0, 035
gR2
ν . On a donc :
e¯0
R
=
(
3
2
0, 035
gR2ν
gR2ν
)1
3
. (7.19)
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Figure 7.14: e¯0/R en fonction de (ν2/(gR3))1/6 dans des tubes de longueur L = 0,295 m et de rayon R
variant de 0,0050 m a` 0,0231 m.  : huile V5 ;  : huile V20 ; © : huile V100. La ligne en trait plein
repre´sente la loi (7.18)
Soit
e¯0
R
=
(
3
2
0, 035
) 1
3
= 0, 37. (7.20)
On retrouve bien nos re´sultats expe´rimentaux pour des liquides visqueux : l’e´paisseur e¯0 est
inde´pendante de la viscosite´ ν et varie de manie`re line´aire en R. La loi (7.20) s’e´crit e¯0 = 0, 37R,
elle est relativement proche de la loi expe´rimentale observe´e sur la ﬁgure 7.11 : e¯0 = 0, 30R
compte tenu des erreurs de mesure et de la validite´ de l’hypothe`se d’une e´paisseur petite devant
R, notamment dans le cas des bulles visqueuses.
L’e´paisseur du ﬁlm de liquide en ﬁn de remonte´e de bulle e´tant non ne´gligeable, le temps
de vidange d’un tube rempli de liquide visqueux (par exemple des huiles de silicones V1000,
V12500 et V100000) ne correspond pas au temps de remonte´e de cette bulle. L’e´tude du temps
de drainage d’un tube est pre´sente´e dans la section suivante.
7.3.3 Drainage d’un ﬁlm de liquide visqueux : t > tb
Montage expe´rimental
Le montage expe´rimental est le meˆme que celui utilise´ pour e´tudier l’e´paisseur du ﬁlm laisse´
par la bulle lors de sa remonte´e. Seules les e´chelles de temps changent : le temps t0 d’ouverture
du tube est l’origine des temps pour la premie`re e´tude. Ici, l’origine des temps est le temps
tb donne´ par le signal de la photodiode qui repe`re l’arrive´e de la bulle au sommet du tube.
L’acquisition du signal Mliq(t) a dure´ jusqu’a` plusieurs heures pour les plus gros tubes et l’huile
la plus visqueuse, l’arreˆt de cette acquisition est de´cide´ lorsque plus de 90% de la masse initiale
a e´te´ draine´e hors du tube.
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Figure 7.15: e¯0/R en fonction de Re−1/3 dans les tubes de 1 a` 6 pour des bulles remontant dans des liquides
de faible viscosite´ : Re > 10. La ligne en trait plein repre´sente la loi (7.25) avec K10 = 0,46
Observations expe´rimentales
On a montre´ dans l’e´tude pre´ce´dente que l’e´paisseur moyenne du ﬁlm laisse´e aux parois par la
bulle varie comme :
e¯0
R
∼
(
Ubν
gR2
) 1
3
, (7.21)
et le nombre de Reynolds varie selon la loi :
Re ∼ UbR
ν
d’ou` : ν ∼ UbR
Re
(7.22)
Si le nombre de Reynolds est supe´rieur a` 10, la vitesse Ub de la bulle est Ub ∼
√
gR, on en
de´duit que :
e¯0
R
∼
(√
gR
√
gRR
Re g R2
) 1
3
. (7.23)
Ce qui se re´duit a` :
e¯0
R
∼ 1
Re1/3
. (7.24)
On a donc :
e¯0
R
=
K10
Re1/3
. (7.25)
La ﬁgure 7.15 pre´sente l’e´paisseur adimensionne´e par le rayon e¯0/R en fonction de Re−1/3dans
les tubes 1 a` 6 : L = 0,295 m et R variant de 0,0050 m a` 0,0231 m, avec des liquides de faibles
viscosite´s : huiles V5, v20, V100 tels que Re > 10.
L’incertitude sur Re−1/3 est estime´e a` 3 %.
Ce graphique nous permet de mesurer le coeﬃcient K10 de l’e´quation (7.25). L’ajustement
line´aire sur nos points de mesure montre que K10 = 0,46.
On peut maintenant estimer le rapport entre la masse de liquide dans le ﬁlm apre`s le passage
de la bulle sur la masse initiale en terme de nombre de Reynolds. En eﬀet, la masse de liquide
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contenue dans le ﬁlm est Mfilm  ρ2πRLe¯0 et la masse initiale de liquide est M0  ρπR2L. Le
rapport des masses est donc e´gal a` :
Mfilm
M0
 2 e¯0
R
. (7.26)
A l’aide de l’e´quation (7.25), on peut e´crire que :
Mfilm
M0
 2 K10
Re1/3
. (7.27)
90% de la masse initiale a e´te´ draine´e a` l’arrive´e de la bulle si Mfilm/M0 est infe´rieur a` 0,1 ;
c’est a` dire, si l’on suit le re´sultat de l’e´quation (7.27) avec K10 = 0, 46, lorsque le nombre de
Reynolds est supe´rieur a` 780.
On peut donc conclure de nos re´sultats que si le nombre de Reynolds est infe´rieur a` 780, le
temps long de vidange du tube ne peut plus eˆtre mode´lise´ par un temps de remonte´e de bulle.
Il apparaˆıt donc indispensable d’e´tudier le drainage du ﬁlm de liquide laisse´ par le passage de
la bulle.
Pre´sentation du mode`le
Le sche´ma de principe du mode`le est pre´sente´ sur la ﬁgure 7.16. Le tube a un rayon R et une
longueur L. A t = 0, l’e´paisseur du ﬁlm liquide est e0. L’e´paisseur est note´e e et sa moyenne e¯.
L’axe des z est repre´sente´ sur le sche´ma : le fond du tube se situe a` z = 0 tandis que la sortie
est en z = L.
Premier mode`le
Le premier mode`le de l’e´volution de l’e´paisseur e¯ lors de la phase de drainage suppose que cette
e´paisseur de ﬁlm est variable dans le temps mais ne de´pend pas de la hauteur z .
Notre mode`le est base´ sur une hypothe`se quasi statique : a` chaque instant, le ﬁlm a une e´paisseur
moyenne e¯ et la variation de volume du ﬁlm pendant dt est e´gale au de´bit volumique de liquide
draine´ dans le ﬁlm avec la vitesse moyenne u de´ﬁnie par l’e´quation (7.14).
Si l’e´paisseur e¯ du ﬁlm est petite devant le rayon R du tube, la surface concerne´e par le ﬁlm est
S = 2πRe¯ et le volume du ﬁlm est V = LS. La variation du volume sur le temps dt est de :
V˙ = −LS˙ = −L2πR ˙¯e. (7.28)
Or on peut aussi e´crire que
V˙ = S u, (7.29)
En utilisant l’e´quation (7.14), on obtient une e´quation diﬀe´rentielle pour l’e´volution de e¯ :
−de¯
dt
=
1
3
g
νL
e¯3, (7.30)
qui peut s’e´crire :
−de¯
e¯3
=
1
3
g
νL
dt. (7.31)
Si on suppose qu’a` t = 0, on a e¯ = e¯0, l’inte´gration, entre t = 0 et t, de l’e´quation (7.31) nous
permet d’e´crire que : (
e¯
e¯0
)2
=
1
1 + tτ
, (7.32)
ou` τ a la dimension d’un temps et est e´gal a` :
τ = 1, 5
νL
ge¯02
. (7.33)
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Figure 7.16: Sche´ma de pre´sentation des parame`tres des mode`les
Comparaison mode`le-expe´rience
Avant de comparer ce mode`le a` nos re´sultats expe´rimentaux, il convient de ve´riﬁer que notre
connaissance de la masse de liquide Mliq en fonction du temps nous permet bien de mesurer
l’e´paisseur moyenne du ﬁlm. On suppose que l’origine des temps est l’instant ou` la bulle arrive
en haut du tube et que a` cet instant : t = 0 et e¯ = e¯0. La masse restant dans le tube a` l’instant
t est donc :
Mliq(t) = ρL(πR2 − π(R− e¯)2), (7.34)
Mliq(t) = 2πρRLe¯
(
1− e¯
2R
)
(7.35)
et
Mliq(t = 0) = M0 = 2πρRLe¯0
(
1− e¯0
2R
)
. (7.36)
On a donc :
Mliq
M0
=
e¯
e¯0
(
1− e¯2R
1− e¯02R
)
(7.37)
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et le calcul de e¯/e¯0 est imme´diat :
e¯
e¯0
=
1−
√
1− 4 e¯02R (1− e¯02R )
Mliq
M0
2 e¯02R
(7.38)
A partir du signal de masse de liquide restant dans le tube, on peut donc remonter a` la mesure
du rapport de l’e´paisseur moyenne sur l’e´paisseur de ﬁlm initiale. La ﬁgure 7.17 pre´sente le
rapport des e´paisseurs mesure´es a` partir du signal de masse en fonction de t/τ0 ou` τ0 est le
temps caracte´ristique de´ﬁni comme suit :
τ0 =
νL
ge¯20
. (7.39)
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Figure 7.17: Rapport des e´paisseurs e¯/e¯0 en fonction du temps adimensionne´ par τ0, e´quation (7.39), pour
le tube 5 et de l’huile de Silicone V12500. Ligne pleine : re´sultats expe´rimentaux ; Ligne pointille´ : premier
mode`le
Les re´sultats expe´rimentaux en trait plein ont e´te´ obtenus avec de l’huile silicone V12500 durant
le drainage du tube 5 pre´sente´ sur le tableau 7.2. Le trait pointille´ repre´sente la loi (7.32) issue
du premier mode`le.
On remarque que le mode`le retrouve le bon comportement de e¯/e¯0 en fonction de temps pour
les temps longs : e¯/e¯0 varie en 1/
√
t. Par contre, ce mode`le surestime le temps caracte´ristique
d’e´tablissement du re´gime des temps longs, la valeur de τ est infe´rieure a` celle pre´vue par le
premier mode`le. Il est donc ne´cessaire de construire un second mode`le. Pour cela nous allons
abandonner notre hypothe`se d’une e´paisseur inde´pendante de la hauteur et conside´rer un proﬁl
de ﬁlm non uniforme.
Second mode`le
Le second mode`le suppose que e de´pend de la hauteur z et du temps : e(z, t). La surface S
concerne´e par le ﬁlm de liquide est S = 2πRe. Elle de´pend elle aussi de la hauteur z. Un petit
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e´le´ment de volume de ce ﬁlm de liquide s’e´crit δV = Sdz = 2πRedz. Dans ce volume δV , il y
a une masse δM de liquide : δM = ρ2πRedz. La variation de cette masse au cours du temps
s’e´crit :
dδM
dt
= ρ2πRe˙ dz. (7.40)
Cette variation de la masse dans le volume δV est e´gale a` la diﬀe´rence des de´bits massiques
entre z et z + dz :
dδM
dt
= Q(z)−Q(z + dz) = −dz dQ
dz
. (7.41)
On a donc, pour une e´paisseur e(z, t), exprime´ la variation du de´bit massique en fonction de z :
dQ
dz
= ρ2πRe˙. (7.42)
On peut aussi exprimer le de´bit massique dans le ﬁlm en fonction de la vitesse moyenne du
liquide :
Q(e(z, t)) = ρ2πReu, (7.43)
ou` u est de´ﬁnie par l’e´quation (7.14) :
u ≈ 1
3
ge2
ν
. (7.44)
On a alors une expression de Q qui vaut :
Q =
2
3
πRρ
ge3
ν
(7.45)
et le calcul de la variation de Q avec la hauteur z est imme´diat :
dQ
dz
=
2
3
πρ
gR
ν
∂e3
∂z
. (7.46)
De l’e´galite´ des relations 7.42 et 7.46, on de´duit une e´quation d’e´volution de e :
∂e
∂t
+
g
3ν
∂e3
∂z
= 0. (7.47)
La re´solution de cette e´quation permet d’exprimer la forme de la variation de l’e´paisseur e.
Dans la suite du calcul, les longueurs et les temps sont adimensionne´s par une longueur £3 et
un temps τ tels que £3 τ(g/ν) = 1. Les grandeurs adimensionne´es sont note´es dans la suite avec
une .˜
L’e´quation (7.47) devient donc :
∂e˜
∂t˜
+
1
3
∂e˜3
∂z˜
= 0. (7.48)
Si l’on applique la me´thode de se´paration des variables, on suppose que e˜(z˜, t˜) = f(t).h(z) :
h f ′ +
1
3
f3
dh3
dz˜
= 0. (7.49)
f ′
f3
+
1
3
1
h
dh3
dz˜
= 0. (7.50)
Cette e´quation est ve´riﬁe´e si :
f ′
f3
= −λ
2
et
1
3
1
h
dh3
dz˜
=
λ
2
(7.51)
106 7. E´tude du temps de vidange de re´servoirs cylindriques
ce qui permet de de´terminer f(t˜) et h(z˜) :
f(t˜) =
1√
λt˜ + Ct
et h(z˜) =
√
λz˜ + Cz. (7.52)
La solution ge´ne´rale pour e˜(z˜, t˜) peut eˆtre mise sous la forme d’une somme de terme du type :
e˜(z˜, t˜) =
∑
λ
√
λz˜ + Cz
λt˜ + Ct
. (7.53)
On prendra pour la suite λ = 1 : on ne conside`re qu’un terme de la somme de´ﬁnissant e,
Cz = 0 : l’e´paisseur est nulle a` z = 0, pour tout t, et Ct = 1 aﬁn d’e´viter la singularite´ en t˜ =
0. On a donc, sous la forme adimensionne´e :
e˜(z˜, t˜) =
√
z˜
t˜ + 1
. (7.54)
On remarque que le proﬁl du ﬁlm, e˜(z˜, t˜), varie, a` t˜ = 0, en racine carre´ de la hauteur z˜ :
e˜0 =
√
z˜.
On va chercher maintenant a` de´terminer la grandeur £3 d’adimensionnement des longueurs.
Pour cela nous allons calculer le volume V de liquide pre´sent dans le ﬁlm a` l’instant t :
V = 2πR
∫ L
0
e(z, t)dz, (7.55)
ce qui sous une forme adimensionne´e s’e´crit :
V
2πR£23
=
∫ L˜
0
e˜(z˜, t˜)dz˜, (7.56)
ou` L˜ = L/£3. L’expression de e˜(z˜, t˜) obtenue pre´ce´demment, e´quation (7.54), nous permet
d’e´crire que :
V
2πR£23
=
2
3
1√
t + 1
L˜3/2. (7.57)
A t=0, le volume est V0 :
V0
2πR£23
=
2
3
L˜3/2, (7.58)
d’ou`, en utilisant la de´ﬁnition de L˜, on peut tirer une expression du volume initial :
V0 =
2
3
2πRL
√
L£3. (7.59)
Or on e´crit plus simplement le volume initial de liquide dans le ﬁlm sous la forme :
V0 = 2πRLe¯0, (7.60)
ou` e¯0 est l’e´paisseur moyenne du ﬁlm de liquide a` l’instant initial. De l’e´galite´ des relations
(7.59) et (7.60), on sort la relation suivante :
e¯0 =
2
3
√
L£3, (7.61)
d’ou` l’on extrait la de´ﬁnition de la longueur d’adimensionnement du probl`eme :
£3 =
9
4
e¯0
2
L
. (7.62)
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et celle du temps τ d’adimensionnement du temps :
τ =
4
9
νL
ge¯02
. (7.63)
On peut maintenant reprendre l’e´quation (7.47) d’e´volution de l’e´paisseur du ﬁlm et l’inte´grer
sur L de fac¸on a` avoir une e´quation d’e´volution pour e¯, e´paisseur moyenne du ﬁlm de´ﬁnie
comme :
e¯(t) =
1
L
∫ L
0
e(z, t) dz (7.64)
On a donc : ∫ L
0
∂e
∂t
dz +
1
3
g
ν
∫ L
0
∂e3
∂z
dz = 0, (7.65)
de¯
dt
+
1
3
g
νL
[e3(z = L)− e3(z = 0)] = 0. (7.66)
Or e3(z = 0) = 0 et :
e3(z = L) =

£3
√
L/£3
1 + t˜


3
(7.67)
On va exprimer e3(z = L) en fonction de e¯, pour faire cela nous devons revenir a` la de´ﬁnition de
e¯, e´quation (7.64), et en prolonger le calcul connaissant l’expression de e(z, t), e´quation (7.54),
on a, en adimensionnant les longueurs par £3 :
e¯(t) =
£23
L
∫ L˜
0
e˜(z˜, t˜) dz˜, (7.68)
e¯(t) =
£23
L
1√
1 + t˜
2
3
L˜3/2, (7.69)
e¯(t) =
1√
1 + t˜
2
3
√
L£3. (7.70)
A partir des e´quations (7.67) et (7.70), on peut exprimer e3(z = L) en fonction de l’e´paisseur
moyenne du ﬁlm liquide :
e3(z = L) =
27
8
e¯3(t). (7.71)
L’e´quation (7.66) d’e´volution de l’e´paisseur moyenne s’e´crit donc :
de¯
dt
+
1
3
27
8
g
νL
e¯3 = 0, (7.72)
elle a pour solution, si a` t = 0 on note e¯ = e¯0 :
(
e¯
e¯0
)2
=
1
1 + tτ
, (7.73)
ou` τ a la dimension d’un temps et est e´gal a` :
τ = 0, 44
νL
ge¯20
. (7.74)
La diﬀe´rence entre les deux mode`les se situe donc dans la valeur du temps caracte´ristique τ .
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Figure 7.18: Rapport des e´paisseurs e¯/e¯0 en fonction du temps adimensionne´ par τ0, e´quation (7.39), pour
le tube 5 et de l’huile silicone V12500. Ligne pleine : re´sultats expe´rimentaux ; Ligne pointille´ : second mode`le
Re´sultats expe´rimentaux et discussions
Ce mode`le est compare´ aux re´sultats expe´rimentaux sur la ﬁgure 7.18 ou` nous pre´sentons, en
trait plein, l’e´paisseur adimensionne´e, mesure´e a` partir du signal de masse, et, en trait pointille´,
l’e´paisseur adimensionne´e, calcule´e a` partir de ce second mode`le, e´quation (7.73), en fonction
de t/τ0.
Les re´sultats expe´rimentaux pre´sente´s sur cette ﬁgure ont e´te´ obtenus avec de l’huile silicone
V12500 durant le drainage du tube 5.
On constate que le second mode`le obtient de meilleurs re´sultats que le premier : Il corrige
l’erreur de ce dernier sur le temps caracte´ristique d’e´tablissement du re´gime en 1/
√
t aux temps
longs. Par contre l’accord avec l’expe´rience n’est pas satisfaisant dans la zone de transition
entre une e´paisseur constante dans le temps et une e´paisseur qui varie en 1/
√
t. Cette zone de
transition correspond au temps d’e´tablissement du proﬁl de l’e´paisseur en
√
z apre`s l’arrive´e de
la bulle en haut du tube a` t = 0.
L’accord du second mode`le avec les re´sultats de nos expe´riences est excellent pour les tubes
dont le rayon est supe´rieur a` 0,014 m (tubes 4, 5, 6, 7 et 8) et pour des liquides de viscosite´
supe´rieure a` 10−4 m2.s−1.
L’existence d’un rayon de tube limite pour la validite´ de notre mode`le n’est pas e´tonnant car
une des hypothe`ses de notre mode`le est que l’e´paisseur du ﬁlm de liquide est petite devant le
rayon du tube. De plus, l’e´quation (7.40) sous entend que l’on ne´glige la ge´ome´trie cylindrique
du proble`me. Ces deux hypothe`ses ne sont plus ve´riﬁe´es lorsque l’on diminue le rayon des tubes.
8. E´TUDE DU TEMPS DE REMPLISSAGE DE
RE´SERVOIRS CYLINDRIQUES
8.1 Proble`me pose´
Le proble`me que nous nous proposons d’e´tudier dans ce chapitre est pre´sente´ sur la ﬁgure 8.1. Il
concerne le temps de remplissage d’un re´servoir cylindrique de longueur L et de rayon inte´rieur
R, rempli d’air et immerge´ dans une cuve remplie d’un liquide de masse volumique ρ grande
devant celle de l’air. L’e´change entre les deux ﬂuides se de´roule au travers d’un trou de rayon
r ≤ R. Le niveau de liquide au dessus du trou est note´ h.
Notre but ici est de de´terminer la loi d’e´volution du temps de remplissage de ce re´servoir :
Tr = f(L,R, r, h, ρ) (8.1)
L’inﬂuence de la viscosite´ ν du liquide et de la tension de surface avec l’air sont discute´e a` la
ﬁn du chapitre.
8.2 Montage expe´rimental
Le dispositif expe´rimental, pre´sente´ sur la ﬁgure 8.1, est compose´ d’une cuve de 1 m x 1 m x
1,5 m en Plexiglas qui contient de l’eau a` 25◦C. Le re´servoir cylindrique, de longueur L et de
rayon inte´rieur R, posse`de un trou circulaire de rayon r dans sa partie supe´rieure. La section
d’e´change entre les deux ﬂuides est biseaute´e (ﬁgure 8.2). L’angle du biseau est de 20◦. L’aiguille
pointe vers le ﬂuide le plus lourd aﬁn qu’il ne "voit" qu’une seule longueur : le rayon r. Le tube
est situe´ a` une profondeur h sous le niveau de l’eau. Il est initialement bouche´ par un ﬁlm de
plastique rigide qui s’enle`ve aise´ment et perturbe peu l’e´coulement. Le tube, vide initialement,
est immerge´ et ﬁxe´ au sol de la cuve par des poids. A t = 0, on enle`ve le ﬁlm plastique et
on de´clenche le chronome`tre aﬁn de mesurer Tr. On observe graˆce a` une came´ra la remonte´e
de l’interface eau-air dans le tube, les images du tube sont prises a` intervalle de 125 ms et
stocke´es dans l’ordinateur sous la forme de matrice (256x256) de niveaux de gris. Le caracte`re
turbulent de l’interface air-eau dans le tube empeˆche une lecture pre´cise de sa position z. Nous
avons donc mis en place une technique de traitement automatise´ des donne´es qui permet de
mesurer plus facilement la trajectoire z(t) de l’interface. Ce syste`me est pre´sente´ sur la ﬁgure
8.3. Pour chaque image, on re´cupe`re graˆce a` un programme de´veloppe´ sous Matlab les niveaux
de gris d’une colonne de pixel et l’on construit une nouvelle image en mettant coˆte a` coˆte
ces colonnes. On construit ainsi un diagramme spatio-temporel qui nous permet de mesurer la
position moyenne z(t) de l’interface au cours du temps et donc de calculer la vitesse de remonte´e
de cette interface.
Les tubes sont pre´sente´s dans le tableau 8.1. De gauche a` droite, la premie`re colonne pre´sente
le nume´ro des tubes, la seconde colonne, la longueur L et la troisie`me colonne, le rayon interne
R. La dernie`re colonne pre´sente la gamme de variation du rayon r pour chaque tube.
Du fait du grand volume de liquide utilise´ dans ces expe´riences de remplissage, l’ensemble des
mesures est obtenu avec de l’eau.
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Figure 8.1: Dispositif expe´rimental
fluide lourd
fluide léger
2r
Figure 8.2: Vue en coupe de la section d’e´change
n◦ du tube L longueur R rayon inte´rieur r rayon du trou d’e´change
(m) (m) (m)
1 0,430 0,0395 de 0,0075 a` 0,0395
2 0,860 0,0395 de 0,0075 a` 0,0225
3 0,860 0,0800 de 0,0100 a` 0,0172
4 0,295 0,0142 de 0,0075 a` 0,0142
5 0,295 0,0180 de 0,0075 a` 0,0180
6 0,295 0,0231 de 0,0075 a` 0,0231
Table 8.1: Parame`tres ge´ome´triques des tubes utilise´s dans nos expe´riences de remplissage
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Figure 8.3: Diagramme spatio-temporel dans le cas du remplissage du tube 5 pour un rayon d’e´change
r = 0,0075 m
8.3 Observations expe´rimentales
8.3.1 Exemple de remplissage
La ﬁgure 8.3-(a) pre´sente la colonne de pixel conside´re´e pour la construction du diagramme
spatio-temporel et la ﬁgure 8.3-(b), le diagramme spatio-temporel sur lequel on a trace´ en trait
noir la position moyenne de l’interface qui remonte dans le tube. Dans cette colonne de pixel,
on constate qu’il y a des informations qui inte´ressent l’e´tude du temps court lie´ au remplissage.
On observe, ainsi, le passage des bulles d’air au dessus du trou d’e´change qui sortent du tube
de manie`re pe´riodique et la chute de l’eau dans le tube sous la forme de traits verticaux sur
le diagramme. Ces phe´nome`nes se de´roulent sur une e´chelle de temps courte par rapport au
phe´nome`ne de remplissage du tube. La position z(t) de l’interface oscille autour d’une valeur
moyenne qui e´volue dans le temps. Nous avons pre´sente´ en trait noir, sur la ﬁgure 8.3-(b),
cette position moyenne de l’interface en fonction du temps. Connaissant l’intervalle de temps
entre deux images et la largeur de la colonne de pixel pre´leve´e sur chaque image, on de´duit
du diagramme 8.3-(b) la courbe z(t), pre´sente´e sur la ﬁgure 8.4. On remarque que la remonte´e
de l’interface se fait a` vitesse constante, les variations a` la loi line´aire que l’on observe sont
dues a` l’agitation de l’interface par l’eau qui tombe du trou d’´echange. La vitesse Uinterface
de remonte´e de l’interface est donc constante tout au long du remplissage. Dans l’exemple du
tube de longueur L = 0,2950 m, de rayon R = 0,0180 m et de rayon d’e´change r = 0,0075 m,
pre´sente´ sur la ﬁgure 8.4, cette vitesse est de 0,0116 m.s−1.
8.3.2 Inﬂuence de la hauteur d’eau h
n◦ de l’expe´rience hauteur h (mm) Tr (s)
1 600 84
2 200 85
3 60 83
Table 8.2: Inﬂuence de la hauteur d’eau h : Temps de remplissage Tr en fonction de la hauteur d’eau au
dessus du tube h dans le cas du tube 1 pour un rayon d’e´change r = 0,010 m
La hauteur h est la hauteur d’eau pre´sente au dessus du tube. Aﬁn de de´terminer si cette hau-
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Figure 8.4: Position moyenne de l’interface z en fonction du temps dans le cas du remplissage du tube 5
pour un rayon d’e´change r = 0,0075 m
teur a une inﬂuence sur Tr, nous avons mesure´ le temps de remplissage du tube 1 (L = 0,4300 m
et R = 0,0395 m) avec un rayon d’e´change r = 0,010 m pour trois hauteurs d’eau diﬀe´rentes :
h = 60r, 20r et 6r. Les re´sultats sont pre´sente´s sur le tableau 8.2. Les temps de remplissage
mesure´s sont respectivement de 84, 85 et 83 secondes. Le temps de remplissage ne varie donc
pas avec la hauteur h dans la gamme des hauteurs e´tudie´es.
On peut supposer que si h devient de l’ordre de r, les bulles d’air qui sortent du tube ne sont
plus geˆne´es par l’eau dans leur remonte´e et le temps de remplissage Tr diminue. Nous n’avons
pas observe´ un tel comportement pour h > 6r. Pour la suite de notre e´tude, la hauteur h est
toujours supe´rieure a` 6r quels que soient les parame`tres ge´ome´triques du tube.
8.3.3 Inﬂuence des parame`tres ge´ome´triques
La ﬁgure 8.5 pre´sente en e´chelle logarithmique le temps de remplissage Tr en fonction du rayon
r pour trois tubes de longueur L et de rayon R diﬀe´rents. Les points carre´s transparents ()
concernent le tube 1, les carre´s noirs () repre´sentent le tube 2 et les cercles (©), le tube 3.
On constate que dans les trois tubes le temps Tr diminue lorsque r augmente suivant une loi de
puissance. La mesure expe´rimentale de cette puissance est : Tr ∼ r−2,6. Cette loi est reporte´e
en trait plein sur la ﬁgure 8.5.
Si L augmente a` R et r constants, par exemple entre les points  : L = 0,430 m et  : L = 0,860 m,
on remarque que Tr augmente. Pour un rayon d’e´change r = 0,010 m, Tr varie de 83 s a` 153 s
entre les deux tubes.
De meˆme, lorsque R augmente a` L et r constants, Tr augmente aussi. cela se remarque en com-
parant les temps de vidange  : R = 0,0395 m et © : R = 0,0800 m : pour un rayon d’e´change
de 0,010 m, le temps de remplissage passe de 153 s a` 517 s.
Le temps de remplissage Tr augmente donc avec L et R et diminue suivant une loi de puissance
en r−2,6. La hauteur h d’eau au dessus du tube n’est pas un parame`tre pertinent de notre e´tude.
Ces conclusions sont identiques a` celles obtenues dans le cas de la vidange, section 7.2.
8.4 Mode`le
Le mode`le est similaire a` celui de la vidange d’un re´servoir : sur l’e´chelle du temps long de
remplissage, on ne voit pas les oscillations lie´es a` la sortie pe´riodique des bulles, mais un
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Figure 8.5: Temps de remplissage Tr en fonction du rayon r du trou d’e´change pour les tubes 1 (), 2 ()
et 3 (©). La ligne en trait plein repre´sente la loi Tr ∼ r−2,6
phe´nome`ne continu d’entre´e d’eau et sortie d’air. Sur cette e´chelle de temps, on mode´lise donc
l’e´change eau-air par l’ascension d’une bulle unique de rayon r. Ces bulles ont e´te´ e´tudie´es dans
la partie I et leur vitesse est : Ub = 0, 5
√
gr. De la meˆme manie`re que dans la section 7.2.3, on
calcule le temps de remplissage :
Tr =
L
0, 5
√
gR
(
R
r
) 5
2
. (8.2)
Ce mode`le d’e´change continu conduit a` une de´pendance du temps de remplissage en r−5/2
proche de la mesure expe´rimentale r−2,6. Il pre´dit aussi une augmentation de Tr avec L et R,
ce qui est conforme a` nos observations.
On peut introduire ici le temps T∞ correspondant au temps que met une bulle inﬁnie cylindrique
de rayon R pour parcourir la distance L :
T∞ =
L
0, 5
√
gR
. (8.3)
La loi 8.2 s’e´crit alors sous une forme adimensionne´e :
Tr
T∞
=
(
R
r
) 5
2
. (8.4)
8.5 Re´sultats expe´rimentaux et discussions
8.5.1 Temps de remplissage Tr
Nous avons reporte´ en e´chelle logarithmique, sur la ﬁgure 8.6, le temps de remplissage Tr
adimensionne´ par le temps T∞ en fonction du rapport R/r des rayons pour les expe´riences de
remplissage des tubes 1 a` 6. La ligne en trait plein repre´sente la loi (8.4).
On constate que les points se regroupent sur une courbe unique de pente identique a` celle de la
loi (8.4). Tr/T∞ varie donc bien en (R/r)5/2 comme pre´vue par le mode`le. On observe, de plus,
que les points expe´rimentaux se regroupe au dessus de la courbe the´orique, le mode`le retrouve
donc les re´sultats expe´rimentaux a` un facteur multiplicatif pre`s.
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Figure 8.6: Tr/T∞, temps de remplissage adimensionne´ en fonction de R/r pour le tube 1 (•), le tube 2
(©), le tube 3 (), le tube 4 (), le tube 5 () et le tube 6 (). Les expe´riences ont e´te´ mene´es dans de
l’eau. La ligne en trait plein repre´sente la loi (8.4)
8.5.2 Discussion sur les eﬀets de courbure et visqueux
De la meˆme manie`re que pour la vidange de re´servoirs cylindriques, section 7.2.4, les eﬀets
de courbure n’interviennent dans l’eau que lorsque le rayon d’´echange est infe´rieur a` 8 mm.
Le plus petit rayon r utilise´ est de 7,5 mm et nous y avons observe´ un eﬀet de la tension de
surface : Le remplissage s’est arreˆte´ dans 2 des 5 expe´riences que nous avons faites, pour ensuite
reprendre. La mesure a donc abouti dans 40% de nos expe´riences a` un temps de remplissage
sensiblement supe´rieur, ces expe´riences ne sont pas reproductibles dans le sens que seules les
expe´riences ou` il n’y a pas d’arreˆt du remplissage donnent le meˆme temps Tr a` 3% pre`s.
Toujours avec de l’eau, pour un rayon de 6,5 mm, les expe´riences sont devenues totalement non
reproductibles avec des temps de remplissage sensiblement diﬀe´rents a` chaque expe´rience et
pour un rayon r de 5,5 mm, le remplissage est devenu impossible, l’interface air-eau au niveau
du trou e´tant stabilise´e par la tension de surface. Les eﬀets de la tension superﬁcielle semblent
donc eˆtre beaucoup plus importants que dans le cas de la vidange. Ceci peut s’expliquer par
l’absence d’une poche d’air ferme´e au dessus du liquide qui dans le cas de la vidange apporte
une acce´le´ration supple´mentaire a` l’interface et aide a` sa de´stabilisation.
La discussion sur les eﬀets visqueux est identique au cas de la vidange. Par exemple, pour
observer des eﬀets de la viscosite´ pour des rayons r < 25 mm, il faut utiliser de l’huile de
silicone V1000 ce que nous n’avons pas re´alise´, reculant devant les diﬃculte´s de manier 1m3
d’huile silicone.
8.6 Comparaison entre vidange et remplissage
Une comparaison des re´sultats des temps de vidange et de remplissage est pre´sente´e sur la
ﬁgure 8.7. Nous reportons en ordonne´e les temps longs de remplissage Tr () et de vidange Tv
() adimensionne´s par le temps T∞ en fonction du rapport des rayons R/r. On observe que les
points de mesure, que ce soit dans le cas de la vidange ou du remplissage, se regroupent sur
une courbe unique. Les deux conﬁgurations de retour a` l’e´quilibre sont donc identiques pour ce
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Figure 8.7: T/T∞, temps de remplissage () et de vidange () adimensionne´ en fonction de R/r pour les
tubes 1 a` 8 du tableau 7.1 et les tubes 1 a` 6 du tableau 8.1. Les expe´riences ont e´te´ mene´es dans de l’eau.
La ligne en trait plein repre´sente la loi (8.4)
qui concerne les temps longs, elles suivent la meˆme loi de variation en fonction des parame`tres
ge´ome´triques du re´servoir. Cette syme´trie des deux conﬁgurations est, ici, mise en e´vidence en
l’absence d’eﬀets visqueux et de courbure.
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Cette partie II a pour objet la de´termination de la loi de retour a` l’e´quilibre pour deux ﬂuides
immiscibles de densite´s diﬀe´rentes initialement instable au sens de Rayleigh-Taylor.
La premie`re conﬁguration e´tudie´e, section 7.2, est celle de la vidange d’un tube cylindrique
vertical de rayon R et de longueur L, ferme´ dans sa partie supe´rieure et ouvert a` la base d’un
trou circulaire de rayon r < R. Ce tube est initialement rempli d’un liquide peu visqueux et
l’on observe le retour a` l’e´quilibre apre`s ouverture du trou d’e´change. La premie`re observation
est que l’interface air-liquide dans le tube descend avec une vitesse constante. Un mode`le de
retour a` l’e´quilibre continu est propose´. Il suppose que la rentre´e des bulles d’air s’eﬀectue sous
la forme d’une bulle inﬁnie de rayon r et qu’a` chaque instant, le volume d’air qui rentre dans le
tube est e´gal au volume d’eau qui sort. Ce mode`le conduit a` la loi de vidange :
Tv =
L
0, 5
√
gR
(
R
r
)5/2
. (9.1)
Ce mode`le est en bon accord avec les re´sultats expe´rimentaux obtenus lorsque les eﬀets visqueux
et superﬁciels peuvent eˆtre ne´glige´s. Les limites d’apparition de ces eﬀets sont discute´es au
paragraphe 7.2.4.
Dans le cas ou` r = R, le phe´nome`ne de vidange est totalement diﬀe´rent : on observe alors la
remonte´e d’une bulle unique qui laisse derrie`re elle un ﬁlm de liquide qui met un certain temps
a` se drainer. On de´ﬁnit le temps de vidange comme le temps ne´cessaire pour que 90% de la
masse initiale soit draine´e. On a montre´ que la vidange n’est pas acheve´e lorsque la bulle unique
arrive en haut du tube sauf si le nombre de Reynolds de la bulle est supe´rieur a` 780. Il est
donc indispensable d’e´tudier l’e´paisseur du ﬁlm de liquide et son e´volution apre`s le passage de
la bulle.
Notre e´tude s’est concentre´e, dans un premier temps, sur l’e´paisseur moyenne e¯0 du ﬁlm de
liquide qui reste sur la paroi apre`s le passage de la bulle, juste avant que le drainage ne
commence. Cette e´paisseur e¯0 est de´duite du signal de la masse restante en fonction du temps
M(t), obtenue graˆce au montage expe´rimental de´crit au paragraphe 7.3.1. Un mode`le simple de
l’e´coulement, base´ sur une hypothe`se de lubriﬁcation, donne une expression de e¯0 en fonction de
la viscosite´, ν, le rayon du tube, R, la gravite´, g et la vitesse de la bulle Ub. Nous avons montre´
qu’il y a un bon accord entre les points expe´rimentaux et le mode`le, a` la fois pour le re´gime
visqueux a` faible nombre de Reynolds et pour le re´gime inertiel a` grand nombre de Reynolds.
Dans un second temps, nous avons e´tudie´ le drainage de ce ﬁlm de liquide. Nous avons montre´
qu’un mode`le quasi statique base´ sur une hypothe`se de lubriﬁcation donne une expression de
l’e´volution de l’e´paisseur e¯ moyenne en fonction du temps :(
e¯
e¯0
)2
=
1
1 + tτ
, (9.2)
avec
τ =
4
9
νL
ge¯02
. (9.3)
Cette e´volution se re´ve`le eˆtre fonction de la viscosite´ ν, de la longueur du tube L et de l’e´paisseur
initiale du ﬁlm e¯0. On montre que l’on a un bon accord entre ce mode`le et les re´sultats de nos
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expe´riences pour des tubes de rayon R supe´rieur a` 14 mm et des viscosite´s supe´rieures a`
10−4m2.s−1 ce qui est cohe´rent avec les approximations du mode`le. Par contre, ce mode`le est
moins bon pour ce qui est des premiers instants du drainage lorsque le proﬁl du ﬁlm de liquide
se met en place apre`s l’arrive´e de la bulle en haut du tube.
Le second chapitre concerne l’e´tude de la loi de remplissage d’un re´servoir cylindrique initia-
lement rempli d’air et immerge´ dans de l’eau. Ce remplissage se de´roule au travers d’un trou
circulaire de rayon r ≤ R du tube. Apre`s avoir remarque´ que le remplissage se de´roule a` vitesse
constante, nous avons e´tudie´ le temps Tr de remplissage du tube qui caracte´rise le retour a`
l’e´quilibre. Nous avons observe´ que Tr varie avec les parame`tres ge´ome´triques L, R et r. Un
mode`le identique dans ses hypothe`ses et ses conclusions, e´quation (9.1), avec celui de la vidange
d’un tube cylindrique a e´te´ mis en place, il est en bon accord avec les re´sultats expe´rimentaux.
Nous avons discute´s dans le paragraphe 8.5.2 des limites d’apparition des eﬀets de la viscosite´
et de la tension de surface en terme de dimensions de trou d’e´change et de viscosite´ du liquide
utilise´.
Enﬁn nous avons montre´ que la vidange et le remplissage de tubes cylindriques sont deux
phe´nome`nes similaires : le de´placement de l’interface a` l’inte´rieur du tube s’eﬀectue dans les
deux conﬁgurations a` une vitesse Uinterface constante qui ne de´pend que du rayon R du tube et
du rayon r d’e´change entre les deux ﬂuides.
PARTIE III
TEMPS COURTS ET OSCILLATEURS ASSOCIE´S A` LA
VIDANGE ET AU REMPLISSAGE DE TUBES
CYLINDRIQUES

10. E´TUDE DU TEMPS COURT LIE´ A` LA VIDANGE
D’UN RE´SERVOIR
10.1 Proble`me pose´
Lors de nos expe´riences sur la vidange de tubes cylindriques de rayon R, nous avons observe´
deux comportements : si le rayon r d’e´change est e´gal a` R, on observe la remonte´e d’une bulle
unique dont la dynamique a e´te´ e´tudie´e dans la partie I. Par contre, si ce rayon r est infe´rieur
a` R, l’expe´rience commune de la vidange dans l’air ambiant d’une bouteille verticale, remplie
de liquide et soumise a` la gravite´ montre que le liquide s’e´coule de la bouteille au travers d’une
succession d’e´mission de jets liquides et de rentre´e de bulles d’air. Ce retour a` l’e´quilibre oscillant
est caracte´rise´ par la pe´riode des oscillations T v0 . Ce mode oscillant de´bute a` l’ouverture de la
bouteille et continue jusqu’a` la ﬁn de la vidange.
Aﬁn de comprendre les phe´nome`nes physiques gouvernant ces oscillations, nous avons e´tudie´
la vidange d’un tube cylindrique vertical de longueur L et de rayon R. ce tube est ferme´ dans
sa partie supe´rieure et ouvert en bas au travers d’un trou circulaire de rayon r pratique´ sur
l’axe du cylindre. Le tube est initialement rempli d’un liquide de densite´ ρ, de viscosite´ ν et de
tension de surface σ.
Nous e´tudions la pe´riode d’e´mission des bulles en fonction des parame`tres ge´ome´triques du tube
et de la densite´ ρ du liquide :
T v0 = f(L,R, r, ρ) (10.1)
Les eﬀets de la viscosite´ ν du liquide et de la tension de surface σ entre les deux ﬂuides sont
discute´s section 10.3.2.
10.2 Montage expe´rimental
Le montage expe´rimental est reporte´ sur la ﬁgure 10.1. Un tube cylindrique de rayon inte´rieur
R et de longueur L est rempli d’un liquide de masse volumique ρ. Ce tube est ferme´ dans sa
partie supe´rieure et un trou circulaire de rayon r est pratique´ dans sa partie infe´rieure. Le tube
est place´ sur un socle et le trou de rayon r est bouche´ par un clapet s’ouvrant sur l’exte´rieur.
Un capteur pie´zo-e´lectrique de pression, du type Kistler 7261, est place´ au niveau de la partie
supe´rieure du tube, il permet de mesurer les variations de pression dans la poche d’air qui se
forme en haut du tube.
A l’instant initial, on ouvre le clapet et l’eau s’e´coule hors du tube. Le tube e´tant ferme´ dans
sa partie supe´rieure, le retour a` l’e´quilibre ne se fait pas de manie`re continue : on observe un
phe´nome`ne pe´riodique de rentre´e de bulle d’air dans le tube et sortie de liquide. Ces bulles d’air
remontent dans le tube jusqu’a` former une poche d’air en contact avec le capteur de pression.
Ce capteur transforme les variations de pression en courants induits qui sont re´cupe´re´s sur un
PC par l’interme´diaire d’un programme de´veloppe´ sous Labview 4.0. On peut ainsi aise´ment
mesurer la pe´riode, graˆce a` un programme de FFT, en fonction du temps.
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Figure 10.1: Dispositif expe´rimental.
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n◦ du tube longueur L (m) rayon R (m) rayon r (m)
1 1,7600 0,0870 de 0,0040 a` 0,0175
2 0,8600 0,0395 de 0,0040 a` 0,0175
3 1,7600 0,0395 de 0,0040 a` 0,0175
Table 10.1: Parame`tres ge´ome´triques des tubes utilise´s
ﬂuide ρ (kg.m−3) ν (m2.s−1) σ (N.m−1)
eau (25◦C) 995 10−6 0,070
e´thanol 810 1, 47 10−6 0,022
eau + glyce´rol 995 4 10−6 0,070
Table 10.2: Parame`tres physiques des liquides
Une came´ra JVC-3CCD re´cupe`re les images de la position de l’interface dans le tube et nous
permet, comme dans le cas de la mesure du temps long, de mesurer la position z de l’interface
en fonction du temps.
Les tubes utilise´s pour nos expe´riences sont de´crits dans le tableau 10.1. La premie`re colonne
de´signe le nume´ro du tube, la deuxie`me concerne la longueur L, la troisie`me, le rayon inte´rieur
R et le rayon r (r < R) d’e´change entre les ﬂuides est pre´sente´ en dernie`re colonne. Ce rayon r
varie pour chaque tube de 0,0040 m a` 0,0175 m.
Les parame`tres physiques des liquides sont pre´sente´s sur le tableau 10.2. Nous avons utilise´
trois liquides : de l’eau, de l’e´thanol et un me´lange d’eau et de glyce´rol qui nous permettent
de faire varier la tension de surface σ d’un facteur 3 et la viscosite´ ν d’un facteur 4 de fac¸on
quasi-inde´pendante.
10.3 Observations expe´rimentales
Un exemple de signal issu du capteur de pression est pre´sente´ sur la ﬁgure 10.2 dans le cas de la
vidange du tube 2 avec un rayon d’e´change r = 0,0047 m. Sur cette ﬁgure, on a repre´sente´ en
ordonne´e la variation de pression en unite´s arbitraires (u.a.) en fonction du temps. On remarque
que la pe´riode des oscillations de pression et le temps long de vidange du tube ont des e´chelles
de temps se´pare´es par plusieurs ordre de grandeurs. Aﬁn d’observer les ﬂuctuations pe´riodiques
de pression, on doit se placer sur une e´chelle de temps de l’ordre de la seconde (ﬁgure 10.3 (a)
et (b)).
La ﬁgure 10.3 (a) pre´sente le de´but du signal de pression expose´ sur la ﬁgure 10.2. Cette ﬁgure
montre que la variation dP de pression dans la poche d’air est centre´e autour d’une valeur
moyenne nulle et est de type sinuso¨ıdal au de´but du retour a` l’e´quilibre. La pe´riode mesure´e est
0,22 s.
La ﬁgure 10.3 (b) pre´sente le meˆme signal de pression en ﬁn de vidange : le signal est toujours
pe´riodique mais une non-line´arite´ est apparue qui a alte´re´ son caracte`re sinuso¨ıdal. La pe´riode
est ici e´gale a` 0,37 s.
Le retour a` l’e´quilibre du tube se de´roule donc a` une vitesse constante par l’interme´diaire d’un
phe´nome`ne pe´riodique de rentre´e d’air et sortie de liquide. On observe que cette pe´riode, de
l’ordre de 0,3 s, e´volue au cours de la vidange.
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Figure 10.2: Exemple de signal du capteur de pression. Tube 2 : L = 0,8600 m, R = 0,0395 m et
r = 0,0047 m. Le liquide utilise´ est de l’eau
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Figure 10.3: Exemples de signal du capteur de pression. Tube 2 : L = 0,8600 m, R = 0,0395 m et
r = 0,0047 m. Le liquide utilise´ est de l’eau. (a) de´but de la vidange. (b) ﬁn de la vidange
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Figure 10.4: Pe´riode T v0 des oscillations en fonction de la position relative z
∗ de l’interface pour le tube 1.
© : r = 0,0050 m ;  : r = 0,0075 m ;  : r = 0,0132 m ; ♦ : r = 0,0175 m. Le liquide utilise´ est de l’eau
10.3.1 Inﬂuence des parame`tres ge´ome´triques
L’e´volution de la pe´riode des oscillations est pre´sente´e en fonction de la position relative de
l’interface z∗ ≡ z/L sur la ﬁgure 10.4. Les points de mesure sont obtenus avec le tube 1,
initialement rempli d’eau. Avec nos conventions, z∗ = 0 correspond au tube plein et z∗ = 1 au
tube vide. Diﬀe´rents rayons d’e´change ont e´te´ utilise´s : © : r = 0,0050 m ;  : r = 0,0075 m,
 : r = 0,0132 m et ♦ : r = 0,0175 m.
On remarque sur cette ﬁgure que la pe´riode des oscillations n’est pas constante tout au long de
la vidange. De plus, quel que soit le rayon r, la pe´riode est de 0,1 s en de´but de vidange (z∗ ≈ 0).
Si la vidange se poursuit, on constate que plus le rayon r est grand, plus la pe´riode est courte
quelle que soit la position z∗ de l’interface. Par exemple, pour les points ♦ : r = 0,0175 m
et © : r = 0,0050 m, a` z∗ = 0,5, la pe´riode est respectivement de 0,55 s et 1 s. En ﬁn de
vidange, les plus petits rayons r voient leurs pe´riodes augmenter fortement, jusqu’a` 1,5 s pour
r = 0,0050 m, tandis que les plus grands atteignent un plateau autour de 0,55 s en milieu de
vidange. Le plus grand des rayons d’e´change r = 0,0175 m a une pe´riode de ﬁn de vidange qui
se rapproche de celle du de´but : T v0 = 0,1 s.
La ﬁgure 10.5 pre´sente l’e´volution de la pe´riode des oscillations T v0 en fonction de la posi-
tion relative de l’interface z∗ dans le tube 2 rempli d’eau. Les diﬀe´rents rayons d’e´change
sont les suivants :  : r = 0,0040 m, © : r = 0,0059 m,  : r = 0,0068 m,  : r = 0,0075 m et
 : r = 0,0175 m.
Qualitativement les re´sultats sont semblables a` ceux obtenus dans le tube 1 ,ﬁgure 10.4 : la
pe´riode est de 0,1 s en de´but de vidange quel que soit le rayon d’e´change r. Ensuite, pour
r = 0,0175 m, elle augmente jusqu’a` 0,25 s pour atteindre un maximum en milieu de vidange
et ensuite diminuer jusqu’a` atteindre la valeur de de´part. La pe´riode mesure´e avec un rayon
r = 0,0075 m atteint, elle, une valeur plateau de 0,25 s en milieu de vidange pour ensuite rester
constante. Pour des rayons r plus petits, la pe´riode augmente constamment jusqu’a` 0,45 s pour
le rayon r = 0,0040 m en ﬁn de vidange.
La variation de la pe´riode T v0 au cours de la vidange du tube 3 est pre´sente´e sur la ﬁgure
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Figure 10.5: Pe´riode T v0 des oscillations en fonction de la position relative z
∗ de l’interface pour le tube 2.
 : r = 0,0040 m ; © : r = 0,0059 m ;  : r = 0,0068 m ;  : r = 0,0075 m ;  : r = 0,0175 m. Le liquide
utilise´ est de l’eau
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Figure 10.6: Pe´riode T v0 des oscillations en fonction de la position relative z
∗ de l’interface pour le tube 3.
 : r = 0,0047 m ; © : r = 0,0050 m ;  : r = 0,0068 m ;  : r = 0,0075 m ; ♦ : r = 0,0175 m. Le liquide
utilise´ est de l’eau
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Figure 10.7: Pe´riode T v0 des oscillations en fonction de la position relative z
∗ de l’interface dans le tube 2
avec r = 0,0175 m.  : Eau,  : E´thanol
10.6. Les diﬀe´rents rayons d’e´change sont les suivants :  : r = 0,0047 m, © : r = 0,0050 m,
 : r = 0,0068 m,  : r = 0,0075 m, ♦ : r = 0,0175 m.
On peut faire les meˆmes remarques sur la de´pendance de la pe´riode par rapport a` r. Les
diﬀe´rences sont d’ordre quantitatives : la valeur du maximum est situe´e autour de 0,55 s proche
de celle du tube 1 mais double par rapport au tube 2. Les pe´riodes apre`s avoir atteint ce
maximum diminuent toutes, meˆme dans le cas r = 0,0047 m, pour ensuite augmenter en ﬁn de
vidange sauf dans le cas des grands rayons d’e´change.
En e´tudiant les ﬁgures 10.4 et 10.6, on analyse la de´pendance de la pe´riode T v0 en fonction
du rayon inte´rieur R. Dans ces deux tubes, la longueur L est identique et le rayon inte´rieur R
du tube 1 est le double du rayon du tube 3. Pour des rayon r e´quivalents, on constate que la
pe´riode est identique dans les deux tubes. Le rayon R des tubes n’a donc pas d’inﬂuence sur la
pe´riode des oscillations.
L’inﬂuence de la longueur L sur la pe´riode T v0 est e´tudie´e en observant les deux ﬁgures 10.5 et
10.6. En eﬀet, la longueur L du tube 3 (ﬁgure 10.6) e´tant le double de celle du tube 2 (ﬁgure
10.5), le fait que, a` rayon R et r e´quivalent, la pe´riode mesure´e dans le tube 3 soit proche du
double de celle mesure´e dans le tube 2 montre que la pe´riode des oscillations augmente avec la
longueur L du tube.
En conclusion de ces observations expe´rimentales, on peut revenir sur les remarques communes
aux trois tubes concernant la pe´riode des oscillations : tout d’abord, la pe´riode diminue lorsque
le rayon r augmente. En de´but de vidange, la pe´riode est de 0,1 s pour les trois tubes puis
elle augmente jusqu’a` atteindre un plateau dont la valeur de´pend du tube. La pe´riode a ensuite
tendance a` diminuer pour les plus grandes valeurs de r et a` augmenter dans le cas des petits
rayons d’e´change. On peut remarquer qu’a` r ﬁxe´ la pe´riode d’e´mission des bulles augmente avec
la longueur L du tube et ne semble pas varier avec R.
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Figure 10.8: Pe´riode T v0 des oscillations en fonction de la position relative z
∗ de l’interface dans le tube 3
avec r = 0,0175 m.  : Eau,  : Eau+Glyce´rol
10.3.2 Inﬂuence des parame`tres physiques
L’inﬂuence de la masse volumique du liquide sur le temps court T v0 a e´te´ e´tudie´e dans le tube
2. La ﬁgure 10.7 montre la pe´riode mesure´e dans le tube 2 avec un rayon r = 0,0175 m pour
un tube rempli d’eau () et d’e´thanol (). Nous avons donc fait varier la masse volumique
de manie`re sensible et l’on constate une diﬀe´rence dans les mesures, l’eau de masse volumique
plus e´leve´e induit lors de sa vidange une e´mission de bulle de pe´riode plus grande. La tension
de surface ne joue pas de roˆle dans ces expe´riences car le rayon r est tre`s grand devant les
longueurs capillaires de l’eau et de l’e´thanol : respectivement 0,0027 m et 0,0018 m.
L’eau et le me´lange eau-Glyce´rol ont une masse volumique et une tension de surface avec l’air
semblables mais la viscosite´ est augmente´e d’un facteur 4 entre les deux liquides. Nous avons
compare´ les pe´riodes mesure´es lors de la vidange du tube 1 pour chacun de ces liquides. La
ﬁgure 10.8 reprend les re´sultats de nos expe´riences dans le tube 1 avec un rayon d’e´change
r = 0,0175 m. On constate que la variation d’un facteur 4 de la viscosite´ ne fait pas e´voluer la
pe´riode de manie`re sensible.
Concernant les eﬀets capillaires, l’e´tude de l’instabilite´ de Rayleigh-Taylor, pre´sente´e en annexe
A, montre que la tension de surface a un eﬀet stabilisateur. En particulier, il existe une longueur
critique £c, e´quation (A.10), en dessous de laquelle l’interface est stable. Pour une interface entre
de l’air et de l’eau acce´le´re´e par la gravite´ g, cette longueur est de 0,017 m. Avec de l’e´thanol, la
longueur critique est de 0,011 m. Expe´rimentalement, en utilisant de l’eau, nous avons observe´
une de´stabilisation de l’interface et un phe´nome`ne de vidange pour des diame`tres d’e´change
infe´rieurs a` 0,017 m : il a e´te´ possible de de´stabiliser ces interfaces air-eau en plac¸ant au de´part
de la vidange une poche d’air en haut du tube. Cette poche d’air initiale apporte au syste`me
une acce´le´ration supple´mentaire et de´stabilise l’interface pour des rayons allant jusqu’a` 0,004 m
pour l’eau. En dessous de ce rayon critique, le phe´nome`ne de production de bulle au niveau
de l’interface n’est plus pe´riodique, il peut meˆme s’arreˆter pour reprendre quelques instants
plus tard : les expe´riences ne sont plus reproductibles. Avec l’e´thanol, ce rayon critique est de
0,0025 m.
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Figure 10.9: Photographie du retour a` l’e´quilibre d’un re´servoir d’eau, colore´e en noir, initialement place´ au
dessus d’un re´servoir rempli d’huile de tournesol. Les deux re´servoirs, de rayon R = 0,034 m, sont ferme´s a`
leurs extre´mite´s et l’e´change s’eﬀectue au travers d’un oriﬁce circulaire de rayon r = 0,020 m
10.4 Mode`les
10.4.1 Analogie me´canique : mode`le masse-ressort
Au de´but d’un cycle rentre´e de bulle d’air-sortie de liquide, le liquide s’e´coule sous l’action de la
gravite´. Le volume de la poche d’air en haut du tube augmente et la pression diminue jusqu’a`
ce que la diﬀe´rence de pression entre l’air ambiant et la poche soit suﬃsante pour compenser la
gravite´. La poche d’air joue un roˆle analogue a` celui d’un ressort : la diminution de la pression
permet a` la pression atmosphe´rique exte´rieure de retenir le liquide dans le tube. Cette pression
de poche, infe´rieure a` la pression exte´rieure, "tire" le liquide vers le haut (en fait il s’agit de la
pression atmosphe´rique qui "pousse" le liquide a` l’inte´rieur du tube) et force l’admission d’une
bulle d’air dans le tube. Au moment ou` une bulle arrive dans la poche d’air en haut du tube,
la pression de gaz augmente dans la poche, la diﬀe´rence de pression avec l’exte´rieur diminue et
l’eﬀet de la gravite´ redevient pre´dominant. On est alors revenu dans la conﬁguration du de´but
du cycle, l’eau peut s’e´couler a` nouveau.
Aﬁn de conﬁrmer ce roˆle de ressort de la poche d’air, nous avons observe´ la vidange d’un tube
130 10. E´tude du temps court lie´ a` la vidange d’un re´servoir
cylindrique rempli d’eau dans un tube de taille identique rempli d’huile de tournesol, ﬂuide
incompressible, de densite´ infe´rieure a` l’eau. Cette expe´rience est illustre´e sur la photographie
10.9. Sur cette image, l’eau est colore´e en noir. Les deux re´servoirs cylindriques ont un rayon
R = 0,034 m et l’e´change entre les deux ﬂuides s’eﬀectue par un oriﬁce circulaire de rayon
r = 0,020 m. On remarque que l’e´change se de´roule par l’interme´diaire d’un jet continu d’eau
qui tombe dans le re´servoir d’huile. Il existe un jet continu d’huile remontant dans l’eau qui n’est
pas visible sur cette photographie. Le phe´nome`ne oscillant n’existe donc plus, les deux ﬂuides
se partageant la section d’e´change. On a donc ve´riﬁe´ que le moteur du phe´nome`ne pe´riodique
de "Glouglou" est la compressibilite´ de la poche d’air pre´sente en haut du tube.
On peut aussi mettre en e´vidence le roˆle de la poche de gaz de manie`re simple (et ludique) lors
de la vidange d’une bouteille de vin (ou d’eau mine´rale pour eˆtre politiquement correct). En
imprimant un mouvement de rotation a` la bouteille autour de son axe principal, le liquide va
se mettre en mouvement de rotation a` son tour et un tourbillon apparaˆıt qui laisse passer en
son centre un ﬁlet d’air, le gaz entrant dans la bouteille est alors en contact permanent avec
la poche de gaz, il n’y a plus de diﬀe´rence de pression et le liquide est seulement soumis a` la
gravite´ et a` la force centrifuge : il n’y a plus de force de rappel et donc plus de phe´nome`nes
pe´riodiques.
Notre premier mode`le reprend ces observations expe´rimentales sur le roˆle de la poche d’air.
Ce mode`le est une analogie me´canique avec le proble`me masse-ressort classique. Il ne tient pas
compte du caracte`re ﬂuide des masses mises en jeu. On conside`re l’eau comme un corps rigide
et de masse constante sur une pe´riode. On va chercher a` calculer les oscillations de cette masse
autour de l’e´quilibre, la pe´riode T v0 e´tant petite devant le temps de vidange Tv.
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Figure 10.10: Pre´sentation des forces en jeu a` l’e´quilibre. S est la surface de la section du tube.
Le sche´ma de principe de ce mode`le est pre´sente´ sur les ﬁgures 10.10 et 10.11.
Le liquide est soumis a` trois forces exte´rieures verticales : son poids P = Mg, la force de pression
sur l’interface a` l’inte´rieur du tube F1 = PS ez et la force de pression en bas F2 = −P0S ez. P
et P0 sont les pressions de l’air, respectivement dans la poche d’air en haut du tube et de l’air
ambiant. S est la surface de la section du tube, M la masse d’eau suppose´e constante sur une
pe´riode et ez le vecteur unitaire sur l’axe z.
A l’e´quilibre, on a une pression Peq d’e´quilibre dans la poche d’air (l’air ambiant est a` P0 > Peq)
et la masse de liquide est M = S ρ(L − zeq) ou` zeq est la position d’e´quilibre de l’interface. La
relation fondamentale de la dynamique donne a` l’e´quilibre :
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Figure 10.11: Pre´sentation des donne´es du premier mode`le.
Peq = P0 − ρg(L− zeq). (10.2)
Si l’on perturbe cet e´quilibre, la relation pre´ce´dente devient :
ρ(L− zeq) d
2δz
dt2
= (P − P0) + ρg(L − zeq), (10.3)
ou` δz est la perturbation de position de l’interface et P la nouvelle pression dans la poche d’air.
En introduisant la pression d’e´quilibre exprime´e dans l’e´quation (10.2), on obtient :
ρ(L− zeq) d
2δz
dt2
= (P − Peq) (10.4)
et
ρ(L− zeq) d
2δz
dt2
= δP. (10.5)
On doit donc exprimer δP , variation de pression dans la poche, en fonction de δz aﬁn d’obtenir
une e´quation diﬀe´rentielle en z. Si l’on suppose que la transformation est adiabatique, on a la
relation :
δP
Peq
= −γ δz
zeq
, avec γ = 1,4. (10.6)
On peut donc e´crire que :
δP = −γ Peq
zeq
δz. (10.7)
L’e´quation (10.5) s’e´crit alors :
ρ(L− zeq) d
2δz
dt2
= −γ Peq
zeq
δz. (10.8)
On a donc une e´quation diﬀe´rentielle du type :
d2δz
dt2
+ ω20δz = 0. (10.9)
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Figure 10.12: Rapport Texp/T0 de la pe´riode mesure´e sur la pe´riode issue du calcul de l’analogie me´canique
en fonction de la position relative de l’interface z∗eq pour le tube 1 et des rayons d’e´change diﬀe´rents.
© : r = 0,0050 m ;  : r = 0,0075 m ;  : r = 0,0132 m ; ♦ : r = 0,0175 m. Le ﬂuide utilise´ est l’eau. La
ligne en trait plein repre´sente l’analogie me´canique
C’est l’e´quation d’un oscillateur harmonique de pulsation ω0 ou` :
ω0 =
1
L
√
γ P0
ρ
√
1− δ(1 − z∗eq)
z∗eq(1− z∗eq)
, (10.10)
ou` z∗eq ≡ zeq/L et δ = ρgL/P0 de´pendent des parame`tres ge´ome´triques du tube et de la masse
volumique du liquide. Pour tous les liquides utilise´s et dans tous nos tubes le parame`tre δ
est de l’ordre de 0,1 et z∗eq est, par de´ﬁnition, compris entre 0 et 1 ; on peut alors e´crire que√
1− δ(1 − z∗eq) ∼ 1 et on a une pe´riode des oscillations de la forme :
T0 ≈ 2πL
√
ρ
γ P0
√
z∗eq(1− z∗eq) (10.11)
Le mode`le pre´voit une de´pendance croissante de la pe´riode en L et ρ ce que nous avons pre´-
ce´demment observe´. Le mode`le pre´voit aussi l’inde´pendance de la pe´riode en R ce qui est
conforme a` nos observations expe´rimentales. Le comportement "en forme de cloche" de la pe´-
riode en fonction de z∗eq est bien mode´lise´ par l’e´quation (10.11). Cependant, on doit noter que
cette pe´riode the´orique ne de´pend pas du rayon r d’e´change entre les deux ﬂuides alors que nous
avons montre´ expe´rimentalement que ce parame`tre inﬂuence la pe´riode d’e´mission des bulles.
Notre mode`le n’est donc pas en bon accord avec l’expe´rience, nous allons ve´riﬁer qu’il donne
malgre´ tout le bon ordre de grandeur pour la pe´riode T v0 .
Nous avons choisi pour cela de montrer les re´sultats sous la forme du rapport Texp/T0 de la
pe´riode mesure´ expe´rimentalement sur la pe´riode the´orique T0 issue de l’analogie me´canique,
e´quation (10.11).
Les ﬁgures 10.12, 10.13 et 10.14 montrent que le mode`le donne un ordre de grandeur correct
pour la pe´riode des oscillations. Ces courbes sont issues des expe´riences re´alise´es sur les tubes
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Figure 10.13: Rapport Texp/T0 de la pe´riode mesure´e sur la pe´riode issue du calcul de l’analogie me´canique
en fonction de la position relative de l’interface z∗eq pour le tube 2 et des rayons d’e´change diﬀe´rents.
 : r = 0,0040 m ; © : r = 0,0059 m ;  : r = 0,0132 m ; ♦ : r = 0,0175 m. Le ﬂuide utilise´ est l’eau. La
ligne en trait plein repre´sente l’analogie me´canique
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Figure 10.14: Rapport Texp/T0 de la pe´riode mesure´e sur la pe´riode issue du calcul de l’analogie me´canique
en fonction de la position relative de l’interface z∗eq pour le tube 3 et des rayons d’e´change diﬀe´rents.
 : r = 0,0040 m ; © : r = 0,0059 m ;  : r = 0,0132 m ; ♦ : r = 0,0175 m. Le ﬂuide utilise´ est l’eau. La
ligne en trait plein repre´sente l’analogie me´canique
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1, 2 et 3 et pour des rayons r variant de 0,0040 m a` 0,0175 m. On remarque que les re´sultats
sont cohe´rents avec le mode`le sauf pour les plus petits rayons r et notamment dans le tube
1 ou` le rapport R/r atteint ses valeurs les plus e´leve´es, R/r = 17,4 pour r = 0,0050 m. Cette
divergence avec les re´sultats expe´rimentaux est d’autant plus importante que z∗eq est proche de
1 : la pe´riode issue du mode`le me´canique est infe´rieure a` celle obtenue dans nos expe´riences.
L’analogie me´canique n’est donc plus valable lorsque z∗eq ≈ 1. Ceci peut s’expliquer en remar-
quant que, en ﬁn de vidange, la variation de la hauteur de l’interface a` la ﬁn d’un cycle ne
peut plus eˆtre ne´glige´e devant la hauteur d’eau restant dans le tube. De plus, l’analogie me´ca-
nique suppose que le tube est pleinement ouvert en bas ce qui est d’autant moins re´aliste que
le rapport des rayons R/r est e´leve´. Ceci permet d’expliquer la divergence entre le mode`le et
l’expe´rience pour les expe´riences ou` le rapport R/r est le plus grand.
Il est donc ne´cessaire de construire un nouveau mode`le qui prenne en compte le caracte`re non
rigide de la masse de liquide et notamment le fait que la vitesse du liquide au niveau de la sortie
de rayon r est supe´rieure a` la vitesse du liquide plus haut dans le tube de rayon R. En somme,
il nous faut tenir compte des lois de la me´canique des ﬂuides.
10.4.2 Prise en compte des eﬀets non-line´aires
On suppose tout d’abord que le liquide est un ﬂuide parfait, incompressible ce qui ne doit pas
choquer le lecteur au vu des re´sultats de la section 10.3.2 ou` l’on a montre´ que la viscosite´ ne
joue pas de roˆle dans le phe´nome`ne pe´riodique d’e´mission de bulle. Pour simpliﬁer les calculs,
on suppose que le champs de vitesse dans le liquide ne de´pend que du temps et de la hauteur z
et est dirige´ suivant l’axe (Oz) :
U(x, y, z, t) = U(z, t)ez (10.12)
Cette hypothe`se est a` remettre en question pour la portion de liquide se trouvant au niveau
du trou de sortie puisque a` cet endroit le champ de vitesse posse`de des composantes radiales
que l’on ne peut plus ne´gliger. Ces composantes sont d’autant plus importantes que le rapport
des rayons R/r est e´leve´. Loin du rayon d’e´change, cette hypothe`se se justiﬁe en observant que
l’interface reste horizontale tout au long de la vidange.
On va de´composer une pe´riode en deux phases : Tout d’abord un temps ou` le liquide est expulse´
hors du tube puis un temps ou` la bulle d’air entre dans le tube.
E´mission du liquide hors du tube
L’e´quation d’Euler est le point de de´part de notre calcul :
ρ
(
∂U
∂t
+ (U · grad)U
)
= − gradp + ρg. (10.13)
Si l’on projette cette e´quation sur l’axe (Oz), on obtient :
∂U
∂t
+ U
∂U
∂z
= − 1
ρ
∂p
∂z
+ g. (10.14)
Inte´grons cette e´quation le long d’une ligne de courant :∫ L
z(t)
(
∂U
∂t
+ U
∂U
∂z
+
1
ρ
∂p
∂z
− g
)
dz = 0, (10.15)
soit : ∫ L
z(t)
∂U
∂t
dz +
[
U2(z)
2
+
p(z)
ρ
− gz
]L
z
= 0. (10.16)
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Le premier terme peut eˆtre calcule´ de la manie`re suivante :
∫ L
z(t)
∂U(α)
∂t
dα =
∫ L
zeq
∂U(α)
∂t
dα+
∫ zeq
z(t)
∂U(α)
∂t
dα. (10.17)
Les bornes de la premie`re inte´grale sont constantes et, en tenant compte de l’incompressibilite´
du ﬂuide, on peut e´crire que :
∫ L
zeq
∂U(α)
∂t
dα =
∂
∂t
∫ L
zeq
U(α)dα =
∂
∂t
∫ L
zeq
U(z)
S(z)
S(α)
dα = (L− zeq) d
2δz
dt2
. (10.18)
La deuxie`me inte´grale est approxime´e a` l’ordre 1 comme suit :
∫ zeq
z(t)
∂U(α)
∂t
dα = (zeq − z(t)) ∂U(z)
∂t
= −δz d
2δz
dt2
. (10.19)
Finalement, on a : ∫ L
z(t)
∂U(α)
∂t
dα = (L− zeq − δz) d
2δz
dt2
. (10.20)
Le calcul du second terme donne :
[
U2(z)
2
+
p(z)
ρ
− gz
]L
z(t)
=
U2(z)
2
((
S(z)
S(L)
)2
− 1
)
+
P (L)− P (z)
ρ
− g(L− z), (10.21)
ou` S(z) et S(L) = s sont respectivement les surfaces au niveau de l’interface en haut du tube
et au niveau du trou de sortie. Si on approxime la pression en sortie de tube en la supposant
e´gale a la pression atmosphe´rique, P (L) = P0, on a :
P (L)− P (z)
ρ
− g(L− z) = P0 − P (zeq) + P (zeq)− P (z)
ρ
− g(L− zeq + zeq − z). (10.22)
On a de´ﬁni δP = P − Peq et δz = z − zeq, en utilisant la relation d’e´quilibre (10.2) :
Peq = P0 − ρg (L− zeq), on simpliﬁe l’e´quation (10.22) en :
P (L)− P (z)
ρ
− g(L− z) = −δP
ρ
+ g(δz). (10.23)
Aﬁn d’obtenir une e´quation diﬀe´rentielle en δz, il convient de relier δz et δP a` l’aide de la
relation 10.7 :
(L− zeq) d
2δz
dt2
+ δz
d2δz
dt2
+
1
2
((
S
s
)2
− 1
)(
dδz
dt
)2
+
(
γ Peq
ρzeq
+ g
)
δz = 0 (10.24)
Des simpliﬁcations s’imposent aﬁn de pouvoir interpre´ter physiquement ce re´sultat. Ainsi nous
ne´gligeons les termes du second ordre sauf le terme en (S/s)2 qui, lorsque S/s est e´leve´, peut
devenir non ne´gligeable. On ne´glige aussi g = 9.81 m.s−2 devant le terme Peq/(ρzeq), dix fois
plus important. On obtient donc lors de la premie`re phase de sortie de liquide, i.e. de descente
de l’interface, l’e´quation suivante :
d2δz
dt2
+
(
S
s
)2
2L(1 − z∗eq)
(
dδz
dt
)2
+
γ P0
ρL2
1− δ(1 − z∗eq)
z∗eq(1− z∗eq)
δz = 0. (10.25)
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Cette e´quation peut s’e´crire :
d2δz
dt2
+
(
R
r
)4
2L(1− z∗eq)
(
dδz
dt
)2
+ ω20 δz = 0 (10.26)
On retrouve une e´quation proche de celle obtenue par l’analogie me´canique, il y a en plus un
terme non line´aire qui devient important lorsque z∗eq est proche de 1 et lorsque le rapport des
rayons R/r est e´leve´ ce qui correspond a` nos observations sur le pre´ce´dent mode`le.
Il reste maintenant a` mode´liser la deuxie`me phase du cycle : la rentre´e de la bulle d’air.
Entre´e de la bulle dans le tube
Lors de la premie`re phase, le liquide sort du tube, l’interface descend et la pression dans la
poche d’air diminue jusqu’a` ce que la diﬀe´rence de pression entre l’exte´rieur et la poche d’air
soit suﬃsante pour contrer la gravite´ et l’inertie du liquide. On entre alors dans la deuxie`me
partie du cycle. La poche d’air joue le roˆle d’un ressort et agit sur le liquide comme une force de
rappel. L’interface va alors remonter. Comme le ﬂuide est incompressible, on devrait supposer
que la vitesse de l’interface du haut du tube est la meˆme que celle du bas (cf premier mode`le
section 10.4.1) or nos observations expe´rimentales montrent que la vitesse du ﬂuide en bas du
tube, apre`s avoir e´te´ supe´rieure a` celle de l’interface du haut, est nulle dans cette partie du
cycle. Une bulle d’air va donc rentrer dans le tube et compenser en volume la remonte´e de
l’interface du haut.
Si on fait un calcul analogue a` celui de la premie`re partie, on a :
ρ
(
∂U
∂t
+ (U · grad)U
)
= − gradp + ρg, (10.27)
que l’on projette de la meˆme manie`re suivant (Oz) :
∂U
∂t
+ U
∂U
∂z
= − 1
ρ
∂p
∂z
+ g, (10.28)
et en inte´grant le long d’une ligne de courant, on a :
∫ L
z(t)
∂U
∂t
dz +
[
U2(z)
2
+
p(z)
ρ
− gz
]L
z(t)
= 0. (10.29)
Le premier terme vaut toujours :
∫ L
z(t)
∂U(α)
∂t
dα = (L− zeq − δz) d
2δz
dt2
. (10.30)
Le calcul du second terme est le´ge`rement diﬀe´rent puisque maintenant U(L) = 0 :
[
U2(z)
2
+
p(z)
ρ
− gz
]L
z(t)
= −U
2(z)
2
+
P (L)− P (z)
ρ
− g(L− z), (10.31)
[
U2(z)
2
+
p(z)
ρ
− gz
]L
z(t)
= −U
2(z)
2
− δP
ρ
− gδz, (10.32)
[
U2(z)
2
+
p(z)
ρ
− gz
]L
z(t)
= −1
2
(
dδz
dt
)2
+
(
γ Peq
ρzeq
+ g
)
δz. (10.33)
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L’e´quation du mouvement devient donc :
(L− zeq) d
2δz
dt2
− δz d
2δz
dt2
− 1
2
(
dδz
dt
)2
+
(
γ Peq
ρzeq
+ g
)
δz = 0. (10.34)
Les meˆmes simpliﬁcations que pour la premie`re phase nous ame`ne a` :
d2δz
dt2
+
γ P0
ρL2
1− δ(1− z∗eq)
z∗eq(1− z∗eq)
δz = 0. (10.35)
Cette e´quation peut s’e´crire :
d2δz
dt2
+ ω20 δz = 0 (10.36)
On retrouve donc l’e´quation (10.9) de l’oscillateur harmonique de meˆme pulsation, inde´pendante
par rapport aux rayons R et r, intervenant dans l’analogie me´canique.
Calcul de T v0
Le calcul de la pe´riode en fonction de la position de l’interface z∗eq a e´te´ eﬀectue´ par inte´gration
nume´rique. On de´bute le calcul a` z∗eq = 0, 1 et on suppose que la premie`re pe´riode est e´gale a`
T0, pe´riode intervenant dans l’analogie me´canique. Pour chaque z∗eq, on inte`gre nume´riquement
l’e´quation (10.26) de la premie`re partie du cycle. On suppose que le δz initial est tel que
l’amplitude des oscillations de l’interface correspond a` un volume de l’ordre du volume de la
bulle entre´e lors du cycle pre´ce´dent. La vitesse initiale de descente de l’interface dδz/dt est
suppose´e nulle. Quand cette vitesse de descente s’annule, on change de phase de cycle et on
inte`gre l’e´quation (10.36) correspondante. Lorsque la vitesse s’annule a` nouveau, on recommence
le calcul pour une nouvelle hauteur z∗eq d’e´quilibre.
10.5 Re´sultats expe´rimentaux et discussions
La pertinence du second mode`le est teste´e sur les ﬁgures 10.15, 10.16 et 10.17. Nous pre´sentons
en ordonne´e la pe´riode expe´rimentale et la pe´riode issue du calcul nume´rique du second mode`le
adimensionne´es par la pe´riode provenant de l’analogie me´canique. Ces pe´riodes adimensionne´es
sont pre´sente´es en fonction de la position relative de l’interface z∗eq. Les points expe´rimentaux
sont pre´sente´s sont la forme de points et les re´sultats du calcul nume´rique du second mode`le
sont pre´sente´s en trait plein.
Sur ces 3 ﬁgures, on constate que, excepte´ pour z∗eq petit devant 1, le mode`le est en bon accord
avec les expe´riences pour les deux rayons d’e´change pre´sente´s. On ne remarque plus les e´carts
observe´s entre le premier mode`le et les re´sultats expe´rimentaux pour z∗eq ≈ 1 meˆme lorsque le
rapport R/r est e´leve´ comme dans le tube 1 (ﬁgure 10.15).
On constate ne´anmoins qu’il existe un e´cart entre le mode`le et les points expe´rimentaux pour
z∗eq ≈ 0. Cet e´cart est plus important sur la ﬁgure 10.15 qui concerne le tube 1 que sur les autres
ﬁgures concernant les tubes 2 et 3. Cet e´cart s’explique en remarquant que notre me´thode de
calcul nume´rique du second mode`le suppose que la pe´riode initiale est T0, pe´riode issue du
premier mode`le. Or nous avons montre´ que ce premier mode`le n’est plus pertinent pour des
rapports R/r e´leve´s, notamment dans le tube 1 ou` ce rapport atteint la valeur de 17,4 pour
r = 0,005 m.
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Figure 10.15: Pe´riode adimensionne´e T ∗ = T/T0 par la pe´riode issue du calcul de l’analogie me´canique
en fonction de la position relative de l’interface z∗eq pour le tube 1 et des rayons d’e´change diﬀe´rents.
© : r = 0,0050 m ;  : r = 0,0132 m. Le ﬂuide utilise´ est l’eau. Les courbes en traits pleins correspondantes
sont issues du calcul nume´rique du second mode`le
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Figure 10.16: Pe´riode adimensionne´e T ∗ = T/T0 par la pe´riode issue du calcul de l’analogie me´canique
en fonction de la position relative de l’interface z∗eq pour le tube 2 et des rayons d’e´change diﬀe´rents.
© : r = 0,0040 m ;  : r = 0,0132 m. Le ﬂuide utilise´ est l’eau. Les courbes en traits pleins correspondantes
sont issues du calcul nume´rique du second mode`le
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Figure 10.17: Pe´riode adimensionne´e T ∗ = T/T0 par la pe´riode issue du calcul de l’analogie me´canique
en fonction de la position relative de l’interface z∗eq pour le tube 3 et des rayons d’e´change diﬀe´rents.
© : r = 0,0040 m ;  : r = 0,0132 m. Le ﬂuide utilise´ est l’eau. Les courbes en traits pleins correspondantes
sont issues du calcul nume´rique du second mode`le
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11. E´TUDE DU TEMPS COURT LIE´ AU
REMPLISSAGE D’UN RE´SERVOIR
11.1 Proble`me pose´
Nous avons e´tudie´ le remplissage d’un tube cylindrique vertical de longueur L et de rayon R.
Ce tube est ouvert dans sa partie supe´rieure au moyen d’un trou circulaire de rayon r ≤ R
pratique´ sur l’axe du cylindre. Le tube est initialement vide et plonge´ dans une cuve remplie
d’un liquide de densite´ ρ, de viscosite´ ν et de tension de surface σ.
Lors de nos expe´riences, nous avons observe´ que le remplissage se de´roule de manie`re discon-
tinue. Ce remplissage s’eﬀectuant au travers d’un oriﬁce unique, on observe une succession de
sortie de bulles d’air du re´servoir et de rentre´e du liquide sous la forme de jets liquides. Ce
retour a` l’e´quilibre oscillant est caracte´rise´ par la pe´riode des oscillations T r0 . Ce mode oscillant
de´bute a` l’ouverture du re´servoir et continue jusqu’au remplissage.
Dans l’exemple du tube cylindrique de longueur L = 0,2950 m, de rayon R = 0,0180 m, de
rayon d’e´change r = 0,0075 m et immerge´ dans de l’eau, le remplissage dure 25 secondes et la
pe´riode d’e´mission des bulles varie entre 0,5 et 0,1 seconde.
Nous e´tudions la pe´riode d’e´mission des bulles en fonction des parame`tres ge´ome´triques du tube
et de la densite´ ρ du liquide :
T r0 = f(L,R, r, ρ) (11.1)
Les eﬀets de la viscosite´ ν du liquide et de la tension de surface σ entre les deux ﬂuides ne sont
pas discute´s.
11.2 Montage expe´rimental
Le montage expe´rimental est pre´sente´ sur la ﬁgure 11.1. La cuve est un re´servoir de base carre´e
me´trique et de hauteur 1,5 m. Son volume, 1,5 m3, nous a impose´ l’utilisation de l’eau comme
ﬂuide de plus forte densite´ et nous n’avons pas aborde´ le proble`me de l’inﬂuence de la viscosite´
du ﬂuide lourd ou de la tension de surface entre les deux ﬂuides. Dans cette cuve, nous avons
immerge´ un tube cylindrique de longueur L et de rayon R. Ce tube est initialement rempli d’air.
La hauteur d’eau h au dessus du tube est l’un des parame`tres dont nous e´tudions l’inﬂuence. Ce
tube est connecte´ a` l’exte´rieur par un trou de rayon r (r ≤ R) situe´ dans sa partie supe´rieure.
Ce rayon d’e´change est au minimum de 0,0075 m, taille de trou en dessous de laquelle il n’y a
plus d’e´change du fait de la stabilisation de l’interface par la tension de surface (voir annexe A).
A t = 0, on retire la feuille de plastique rigide place´e sur le trou d’e´change. Un phe´nome`ne de
sortie de bulle d’air du tube est alors observe´. Le passage des bulles a` la sortie du re´servoir
est quantiﬁe´ a` l’aide d’une came´ra nume´rique rapide Kodak HS4540. La fre´quence d’acquisition
des images est de 125 images par seconde avec une re´solution spatiale de 256x256 pixels. Un
programme de traitement d’images de´veloppe´ sous Matlab repe`re la sortie des bulles et calcule
la pe´riode de passage de ces bulles en fonction du temps.
Il est important de remarquer que nous utilisons ici un syste`me local de mesure de passage
de bulle. Il ne mesure pas directement la masse d’eau entre´e en fonction du temps (loi de
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remplissage). Ce syste`me non intrusif qui s’adapte aussi bien au proble`me de la vidange que du
remplissage est cependant sensible a` d’autres phe´nome`nes qui limitent son utilisation : le sillage
laisse´ par les bulles qui remontent a` la surface peut inﬂuencer la sortie de la bulle suivante ou
provoquer une coalescence de deux bulles et ainsi fausser la mesure de la pe´riode. De fac¸on
a` e´viter ce biais, Il a e´te´ de´cide´ de limiter notre e´tude a` des rayons d’e´change infe´rieurs a`
0,0175 m. Dans la gamme r ∈ [0,0075m ; 0,0175m] l’e´mission de bulles est tre`s re´gulie`re et les
phe´nome`nes de sillage/coalescence ne sont pas observe´s.
La position moyenne z (cf. ﬁgure 11.1) de l’interface air-eau dans le tube est mesure´e en fonction
du temps graˆce a` une came´ra JVC-3CCD Ky-25E relie´e a` un magne´toscope Panasonic AG-7355.
Aﬁn que le ﬂuide le plus lourd ne ressente l’inﬂuence que d’une seule longueur, le rayon r, lors
du passage au travers de la section d’e´change, celle ci est biseaute´e (cf. ﬁgure 11.2). L’angle du
biseau est 20◦ avec l’aiguille pointant vers le ﬂuide le plus lourd.
n◦ du tube Longueur L (m) rayon R (m) rayon r (m)
1 0,8600 0,0800 0,0100
2 0,8600 0,0800 0,0130
3 0,8600 0,0800 0,0175
4 0,8600 0,0395 0,0100
5 0,8600 0,0231 0,0100
6 0,4300 0,0395 0,0100
Table 11.1: Caracte´ristiques ge´ome´triques des tubes utilise´s
Les caracte´ristiques ge´ome´triques des tubes utilise´s sont pre´sente´es dans le tableau 11.1. Ces
tubes sont en Plexiglas, ce qui permet d’observer aise´ment l’interface air-eau a` l’inte´rieur du
tube. On remarque que la hauteur L des tubes varie de 0,8600 m a` 0,4300 m et le rayon R de
0,0800 m a` 0,0231 m.
11.3 Observations expe´rimentales
11.3.1 Premie`res observations
La ﬁgure 11.3 pre´sente une se´rie d’images de bulle prises durant une pe´riode T r0 a` intervalle
re´gulier de 1/50e s. Sur la premie`re photo, on observe l’apparition d’une bulle au niveau du trou
ainsi que la bulle pre´ce´dente qui remonte a` la surface. Sur les quatre photos suivantes, cette
bulle grossie et se de´tache entre les images 5 et 6. On constate sur les photos suivantes que la
sortie de la bulle 2 n’est pas imme´diate : durant quatre nouvelles photos, il y a entre´e de l’eau
dans le tube (ce phe´nome`ne n’est pas visible ici) avant l’apparition de la bulle suivante sur la
photo 10 (on peut deviner sa naissance sur la photo 9).
11.3.2 Inﬂuence de la hauteur d’eau h
Le tableau de re´sultat 11.2 s’organise comme suit : La premie`re colonne repre´sente le nume´ro de
l’expe´rience, la deuxie`me colonne est la hauteur d’eau h au dessus du trou exprime´e en m et la
troisie`me colonne montre la pe´riode T r0 de l’e´mission de bulle mesure´e a` la moitie´ du remplissage
(z∗ = 0,5). On constate sur ce tableau que la pe´riode T r0 ne varie pas de manie`re signiﬁcative
avec h.
Nous nous sommes place´s dans tout le reste de l’e´tude a` h supe´rieur a` 6 fois le rayon r du trou.
Intuitivement, on peut penser que des proble`mes vont apparaˆıtre lorsque la hauteur h d’eau au
dessus du tube est de l’ordre de r.
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Figure 11.3: Observations expe´rimentales d’une pe´riode. tube 4 : L = 0,8600 m, R = 0,0395 m et
r = 0,0100 m. e´cart entre deux photos : 1/50 e s
n◦ de l’expe´rience hauteur h (m) pe´riode T r0 (s)
1 0,600 0,132
2 0,200 0,133
3 0,060 0,133
Table 11.2: inﬂuence de la hauteur d’eau h : Pe´riode des oscillations T r0 en fonction de la hauteur d’eau au
dessus du tube h (m) a` mi-remplissage (z∗ = 0,5), tube 6 : L = 0,4300 m, R = 0,0395 m et r = 0,0100 m
11.3.3 Inﬂuence de la longueur L
La ﬁgure 11.4 montre l’e´volution de la pe´riode T r0 en fonction du niveau de remplissage des
tubes z∗ pour le tube 4 () et le tube 6 (). Ces deux tubes ont des longueurs L diﬀe´rentes
mais le meˆme rayon R et la meˆme section d’e´change de rayon r.
On peut remarquer que la pe´riode T r0 est mesure´e initialement en fonction du temps et non
en fonction de z∗. La pre´sentation de T r0 en fonction de z
∗ se justiﬁe car, comme nous l’avons
montre´ au paragraphe 8.3.1, le niveau z de l’eau dans le tube est une fonction line´aire du
temps. On peut alors pre´senter T r0 en fonction de la hauteur z de l’interface air-eau dans le tube
adimensionne´ par la longueur L du tube. z∗ repre´sente alors le niveau de remplissage du tube
(a` z∗ = 0 le tube est vide et il est plein lorsque z∗ = 1).
On observe que la pe´riode T r0 diminue continuˆment avec z
∗ pour atteindre une valeur de 0,1 s
a` la ﬁn du remplissage. Cette remarque est commune a` toutes nos expe´riences.
On constate aussi que T r0 varie peu avec L et ce d’autant moins que le tube est rempli (z
∗ ≈ 1).
Pour z∗ supe´rieur a` 0,9, on n’observe plus sur nos mesures de variation de T r0 avec L.
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Figure 11.4: Inﬂuence de L : T r0 en fonction de z
∗ pour L = 0,8600 m () et L = 0,4300 m (),
R = 0,0395 m et r = 0,0100 m
11.3.4 Inﬂuence du rayon d’e´change r
Sur la ﬁgure 11.5, on a reporte´ la pe´riode T r0 mesure´e en fonction de z
∗ pour trois tubes de
meˆme longueur L = 0,8600 m, de meˆme rayon inte´rieur R = 0,0800 m et de rayon r diﬀe´rents :
r = 0,0100 m (tube 1), r = 0,0130 m (tube 2) et r = 0,0175 m (tube 3). On observe, comme
sur le graphe pre´ce´dent, que T r0 diminue au fur et a` mesure que le tube se remplit. La pe´riode
T r0 augmente de manie`re sensible lorsque le rayon du trou r diminue. La valeur de T
r
0 converge
vers 0,1 s en ﬁn de remplissage pour toutes les valeurs de L, R et r conside´re´es.
11.3.5 Inﬂuence du rayon R
L’inﬂuence du rayon du tube sur la pe´riode d’e´mission des bulles est mis en e´vidence sur la
ﬁgure 11.6. Sur ce graphe, on a repre´sente´ la pe´riode T r0 en fonction de z
∗ pour trois tubes de
rayons inte´rieurs R diﬀe´rents : R = 0,0800 m (tube 1), R = 0,0395 m (tube 4) et R = 0,0231 m
(tube 5). Comme pre´ce´demment, on constate que T r0 diminue lorsque le tube se remplit jusqu’a`
atteindre la valeur de 0,1 s pour z∗ proche de 1.
On peut voir que la pe´riode T r0 varie fortement avec le rayon du tube. La pe´riode initiale
augmente d’un facteur proche de trois lorsque R passe de 0,0395 m a` 0,0800 m. Cependant,
on remarque que l’inﬂuence de R sur T r0 n’est pas constante durant tout le remplissage et la
pe´riode T r0 devient meˆme inde´pendante de R lorsque z
∗ est proche de 1.
Le rayon du tube semble ainsi eˆtre le parame`tre le plus important inﬂuenc¸ant la valeur de la
pe´riode T r0 d’e´mission des bulles.
Dans la section suivante, nous allons pre´senter un mode`le d’e´change, liquide-gaz, qui cherche a`
expliquer le comportement du temps court en fonction de L, R et r et du niveau de remplissage
du tube z∗.
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Figure 11.5: inﬂuence de r : T r0 en fonction de z
∗ pour L = 0,8600 m, R = 0,0800 m et r = 0,0100 m (),
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11.4 Mode`les
Notre mode`le de la pe´riode de remplissage est issu d’un raisonnement analogue a` celui mene´
pour la vidange d’un re´servoir. Nous introduisons une analogie me´canique du type re´sonateur
de Helmholtz ou` une masse m de volume v rentre en re´sonnance avec un volume V > v de
gaz. Ce type d’oscillateur est plus adapte´ a` l’e´tude du remplissage que le syste`me masse-ressort
introduit pour mode´liser le temps court de vidange. En eﬀet, dans le cas du remplissage, nous
observons la pre´sence d’une poche d’air de rayon R et de longueur L− z connecte´e par un trou
de rayon r < R a` une masse d’eau pre´sente au dessus du trou, dans la cuve.
On suppose donc que la sortie de bulle, de pe´riode Ts, est ge´ne´re´e par un phe´nome`ne oscillatoire
de type re´sonateur de Helmholtz
11.4.1 Analogie me´canique : le re´sonateur de Helmholtz
Le sche´ma de principe du re´sonateur de Helmholtz est pre´sente´ sur la ﬁgure 11.7. On cherche a`
de´terminer la fre´quence de re´sonnance d’une masse m (de volume v) dans un tube de section s
connecte´ avec un re´servoir de volume V grand devant v. Nous travaillons dans l’approximation
ou` la pe´riode Ts est tre`s grande par rapport au temps acoustique L/c, c e´tant la vitesse du
son dans l’air. Dans cette approximation, il n’y a pas de gradient spatial de pression dans le
re´servoir.
Une petite variation δx de la position de la masse m entraˆıne une variation δP de la pression
dans le re´servoir, on peut alors e´crire le principe fondamental de la dynamique :
m
d2(δx)
dt2
= δP s (11.2)
Si l’on suppose que la transformation est adiabatique, on peut e´crire que :
P V γ = Cste (avec γ = 1,4), (11.3)
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Figure 11.7: Sche´ma de principe du re´sonateur de Helmholtz
ce qui nous donne :
δP
P
= −γ δV
V
. (11.4)
On a ainsi :
δP = −γ P
V
δV. (11.5)
Or par conservation du volume :
δV = δx s. (11.6)
L’e´quation (11.2) s’e´crit donc :
m
d2(δx)
dt2
+
γ P s2
V
δx = 0. (11.7)
C’est l’e´quation d’un oscillateur de fre´quence ω20 avec : ω
2
0 = γ P s
2/mV et de solution :
δx = Xmax cos (ω0.t + φ). (11.8)
148 11. E´tude du temps court lie´ au remplissage d’un re´servoir
La pe´riode des oscillations s’e´crit alors :
Ts = 2π
√
mV
γ P s2
. (11.9)
Dans notre cas (cf ﬁgure 11.1), le volume du re´sonateur est le volume de la poche d’air pre´sente
dans le tube, ce volume varie au cours du remplissage, on a donc :
V = S (L− z) = S L (1− z∗) (11.10)
La pe´riode Ts s’e´crit alors :
Ts = 2π
√
L
√
mS
γ P s2
√
1− z∗. (11.11)
Cette expression de la pe´riode des oscillations de remplissage peut eˆtre compare´e a` celle obtenue
dans le cas de la vidange :
T0 ≈ 2πL
√
ρ
γ P0
√
z∗(1− z∗) (11.12)
Ces deux expressions de la pe´riode sont issues d’un raisonnement analogue base´ sur la mode´-
lisation d’un oscillateur me´canique. Leur structure est identique mais elles posse`dent quelques
diﬀe´rences majeures.
On peut remarquer que l’on ne retrouve pas dans l’e´quation (11.11) le comportement "en
forme de cloche" de la pe´riode en fonction de z∗ de l’e´quation (11.12). Cette mode´lisation d’un
re´sonateur pre´dit une variation monotone en
√
1− z∗ de la pe´riode, comportement conforme a`
nos observations expe´rimentale.
La de´pendance de la pe´riode en fonction de L est diﬀe´rente dans les deux mode`les, la longueur
du tube intervient directement dans l’expression de la pe´riode de vidange tandis que la pe´riode
des oscillations de remplissage varie, selon (11.11), en
√
L.
On remarque aussi que la pression P dans le gaz intervient dans le mode`le du re´sonateur alors
que l’e´quation (11.12) issue de l’analogie masse ressort fait apparaˆıtre l’inﬂuence de la pression
atmosphe´rique.
Les de´pendances en R et r sont de´licates a` discuter a` ce stade du calcul de T r0 puisque ces
parame`tres interviennent dans l’expression de S, s et m.
La section s de contact entre les deux ﬂuides, correspond a` la surface d’e´change de rayon r :
s = π r2. (11.13)
La masse d’eau a` mettre en mouvement est, elle, plus de´licate a` de´ﬁnir. Elle va varier avec Xmax
qui est le de´placement maximal de la masse m, de plus elle se situe au dessus du trou d’e´change
de surface s, e´quation (11.13). On peut ainsi supposer que la masse m s’e´crit :
m = β ρsXmax, (11.14)
ou` β est un parame`tre qui tient compte de notre incertitude sur la masse m que le re´sonateur
doit mettre en mouvement.
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11.4.2 Remarque sur le calcul de Xmax
Nous avons observe´ que la pe´riode T r0 e´volue durant le remplissage (cf ﬁgures 11.4, 11.5 et 11.6),
ne´anmoins, nous pouvons e´crire que le nombre de bulles e´mises dans un intervalle de temps ∆T
est e´gal a` ∆T/T r0 . Le volume d’une bulle est donne´ par V1bulle = Xmaxs. Le volume de gaz
sortant en un temps ∆T est donc e´gal a` :
∆V = Xmaxs
∆T
T r0
. (11.15)
La vitesse Uinterface de remplissage du tube est constante. Si la section du tube est note´e par
S, nous pouvons e´crire l’e´galite´ entre le volume de gaz sortant et le volume de liquide entrant
en un temps ∆T :
Xmax s
∆T
T r0
= Uinterface S ∆T, (11.16)
ainsi :
Xmax s = Uinterface S T r0 . (11.17)
Or Uinterface S = Ub s, ou` Ub = 0, 5
√
g.r est la vitesse d’ascension d’une bulle inﬁnie de rayon
r. On obtient alors :
Xmax = Ub T r0 . (11.18)
En remplac¸ant, dans l’e´quation (11.9), m, V et s par leurs expressions obtenues pre´ce´demment,
e´quations (11.10), (11.13) et (11.14), on obtient :
Ts = 2π
√
β
√
ρUb LT
r
0
γ P
R
r
√
1− z∗. (11.19)
Si on suppose que la pe´riode T r0 est entie`rement mode´lise´e par ce temps Ts de sortie de bulle,
on obtient :
T r0 = Ts =
(
2π
√
β
√
L
√
ρUb
γ P
R
r
√
1− z∗
)2
. (11.20)
Ce mode`le est teste´ sur la ﬁgure 11.8, qui pre´sente sur le meˆme graphe le mode`le et les points
expe´rimentaux. Sur cette ﬁgure, la pe´riode T r0 est pre´sente´e en ordonne´e en fonction de z
∗ pour
diﬀe´rentes valeurs de L, R et r. Les points repre´sentent les re´sultats expe´rimentaux et les lignes
en trait plein illustrent les re´sultats issus du mode`le, e´quation (11.20). Ces re´sultats the´oriques
ont e´te´ calcule´s en ajustant le parame`tre β = 0,25.
La ﬁgure 11.8 montre que l’ordre de grandeur de la pe´riode pre´vue par ce mode`le est correct.
Par contre celui ci pre´voit un temps de sortie de bulle nulle a` la ﬁn du remplissage ce qui n’est
pas compatible avec nos observations expe´rimentales. Nous avons, en eﬀet, remarque´ que la
pe´riode tend vers une valeur de 0,1 s lorsque z∗ tend vers 1. Comme dans le cas de la vidange,
l’analogie me´canique ne permet pas de mode´liser la ﬁn du retour a` l’e´quilibre.
Dans cette mode´lisation, on remarque que nous n’avons pas tenu compte du phe´nome`ne de
rentre´e de l’eau qui se de´roule conse´cutivement a` la sortie des bulles, comme observe´ sur la
se´quence 11.3.
Le temps d’entre´e de l’eau est celui ne´cessaire pour qu’un volume d’eau e´quivalent a` celui de la
bulle d’air sortie rentre dans le tube sous l’action de la gravite´. On peut supposer que, lorsque
z∗ ≈ 1, le temps Ts calcule´ pre´ce´demment devient ne´gligeable devant le temps que met l’eau
a` tomber dans le re´servoir. Il est donc ne´cessaire de de´velopper un second mode`le qui tient
compte de nos observations expe´rimentales.
150 11. E´tude du temps court lie´ au remplissage d’un re´servoir
0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
T0
r
  (s) 
z / L
Figure 11.8: Pre´sentation du premier mode`le : T r0 en fonction de z
∗ pour diﬀe´rentes valeurs de L, R et r :
tube 1 () ; tube 3 (©) ; tube 4 () ; tube 6 () avec β = 0,25
11.4.3 Mode`le pour le temps d’entre´e de l’eau
On suppose que le temps Te d’entre´e de l’eau dans le tube est le temps de chute libre ne´cessaire
pour que l’eau atteigne Xmax. La vitesse de chute libre est inde´pendante de la masse : ve =√
2gz, on a donc :
ve =
dz
dt
=
√
2g
√
z, (11.21)
d’ou` :
Te =
∫ Te
0
dt =
1√
2g
∫ Xmax
0
dz√
z
. (11.22)
De la meˆme manie`re que pour la de´termination de Ts, on a une incertitude sur le volume d’eau
entrant. Notre mode`le en tient compte en introduisant un parame`tre α que l’on suppose aussi
d’ordre unite´.
Te = α
√
2
g
√
Xmax, (11.23)
et, avec l’aide de l’e´quation (11.18) :
Te = α
√
2Ub T r0
g
. (11.24)
11.4.4 Mode`le de remplissage
La pe´riode T r0 recherche´e est le temps entre deux sorties de bulle, c’est a` dire T
r
0 = Te + Ts. On
a alors,d’apre`s les e´quations (11.19) et (11.24) :
T r0 = α
√
2Ub
g
√
T r0 + 2π
√
β ρUb LT
r
0
P
R
r
√
1− z∗, (11.25)
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d’ou` :
T r0 =
(
α
√
2
√
Ub
g
+ 2π
√
β
√
ρUb L
γ P
R
r
√
1− z∗
)2
. (11.26)
α et β sont des parame`tres libres qui nous permettent d’ajuster notre mode`le.
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Figure 11.9: Pre´sentation du second mode`le : T r0 en fonction de z
∗ pour diﬀe´rentes valeurs de L, R et r :
tube 1 () ; tube 3 (©) ; tube 4 () ; tube 6 () avec α = 1,58 et β = 0,10
L’expression de T r0 obtenue, e´quation (11.26) est compose´e de deux parties distinctes : une
expression inde´pendante du niveau z∗ de remplissage, de la longueur L et du rayon R du tube
et une autre de´pendante de z∗ et des parame`tres ge´ome´triques du re´servoir.
Ce mode`le est teste´ sur la ﬁgure 11.9, qui pre´sente sur le meˆme graphe le mode`le et les points
expe´rimentaux. Sur cette ﬁgure, la pe´riode T r0 est repre´sente´e en ordonne´e en fonction de z
∗
pour diﬀe´rentes valeurs de L, R et r. Les points repre´sentent les re´sultats expe´rimentaux et
les lignes en trait plein illustrent les re´sultats issus du mode`le. Ces re´sultats the´oriques ont e´te´
calcule´s en ajustant les parame`tres α (α = 1,58) et β (β = 0,10).
On remarque que le mode`le tient compte de nos observations sur le comportement de T r0 par
rapport aux parame`tres ge´ome´triques du proble`me. Ainsi il pre´dit une diminution de T r0 avec
le niveau de remplissage z∗, ce que l’on retrouve sur nos re´sultats.
Le mode`le rend compte des re´sultats expe´rimentaux avec un e´cart maximal de 10 % en milieu
de remplissage (z∗ = 0,5) pour les tubes 1 () et 4 (). On remarque une de´viation plus
importante de notre mode`le pour le tube 3 (©), ceci s’explique par l’apparition du phe´nome`ne
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de sillage entre bulle de´crit au paragraphe 11.2 et non pris en compte par notre mode`le. En
eﬀet, a` ce rayon de 0,0175 m, les bulles sorties du tube de´veloppent un sillage qui attire la bulle
suivante et contribue a` diminuer le temps entre deux sortie de bulle.
L’inﬂuence de L est bien repre´sente´e par notre mode`le, si L augmente alors T r0 augmente. De
meˆme, on retrouve bien l’inﬂuence de r : T augmente si r diminue et celle, plus importante, du
rayon R du tube de´crite au paragraphe 11.3.5. On remarque que ces variations de T r0 avec les
parame`tres ge´ome´triques du tube s’estompent au fur et a` mesure que le tube se remplit jusqu’a`
disparaˆıtre pour z∗ proche de 1.
Le mode`le rend aussi compte des observations faites aux paragraphes 11.3.3 et 11.3.5 : la pe´riode
d’e´mission des bulles tend vers une limite unique (T r0 = 0,1 s) en ﬁn de remplissage (z
∗ ≈ 1).
12. CONCLUSION SUR LES TEMPS COURTS
D’E´MISSION DE BULLES
Ce chapitre est consacre´ a` l’e´tude de la pe´riode d’e´mission des bulles lie´e au retour a` l’e´quilibre
de deux ﬂuides immiscibles de densite´s diﬀe´rentes initialement instable au sens de Rayleigh-
Taylor : le plus lourd (liquide) place´s au dessus du plus le´ger. Ce retour a` l’e´quilibre concerne
la vidange ou le remplissage de tubes cylindriques de rayon R, de longueur L et connecte´s avec
l’exte´rieur par un trou circulaire de rayon r ≤ R.
On a vu dans la partie I de cette the`se que lorsque r = R, dans le cas de la vidange dans l’air
d’un tube initialement rempli de liquide, il n’y a pas de phe´nome`ne discontinu d’e´mission de
bulle et rentre´e d’eau : l’e´change se fait sous la forme d’une bulle inﬁnie qui remonte dans le
tube pendant que le liquide se draine sous la forme de ﬁlm le long des parois.
La premie`re conﬁguration e´tudie´e est donc celle d’un tube cylindrique rempli de liquide que l’on
vidange au travers d’un trou de rayon r < R. Le phe´nome`ne pe´riodique d’e´mission de bulle que
l’on observe est la cause du bruit de "Glouglou " observe´ lors de la vidange d’une bouteille. Les
expe´riences ont montre´es que la pe´riode d’e´mission des bulles T v0 n’est pas constante durant la
vidange : elle de´bute autour du 1/10e de seconde pour tout les tubes e´tudie´s pour augmenter
ensuite. Si le rapport R/r est e´leve´, on a remarque´ que T v0 augmente fortement en ﬁn de
vidange. Par contre, si le rayon r d’e´change est de l’ordre du rayon R du tube, la pe´riode
d’e´mission des bulles diminue apre`s le milieu de la vidange pour revenir a` une valeur de l’ordre
du 1/10e de seconde. L’inﬂuence des parame`tres ge´ome´triques sur cette pe´riode a e´te´ e´tudie´e
expe´rimentalement et un mode`le simple base´ sur une analogie me´canique masse-ressort a e´te´
mis en place. Ce mode`le suppose que la masse de liquide a` vidanger est une masse rigide et que
la poche d’air situe´e en haut du tube joue le roˆle d’un ressort. Ce mode`le donne les bons ordres
de grandeurs pour la pe´riode des oscillations mais ne permet pas de mode´liser l’e´volution de
la pe´riode en ﬁn de vidange. Il est de plus moins pertinent lorsque le rapport R/r des rayons
augmente. La comparaison avec l’expe´rience montre qu’il est ne´cessaire de raﬃner ce mode`le en
prenant en compte des non-line´arite´s lie´es a` la me´canique des ﬂuides.
Pour ce second mode`le, on suppose, conforme´ment a` nos observations expe´rimentales, qu’une
pe´riode est compose´e de deux phases : une phase de sortie de l’eau et une phase d’entre´e de la
bulle. Les hypothe`ses du second mode`le aboutissent a` deux e´quations diﬀe´rentielles diﬀe´rentes
suivant la phase du phe´nome`ne pe´riodique. L’inte´gration nume´rique de ces deux e´quations
montre un bon accord entre ce mode`le non-line´aire et les re´sultats expe´rimentaux, meˆme pour
un rapport R/r e´leve´, pour toute la gamme des parame`tres ge´ome´triques e´tudie´e.
La seconde partie de cette e´tude des temps courts lie´s au retour a` l’e´quilibre concerne le
proble`me du remplissage de tube cylindrique vertical de rayon R et de longueur L au travers
d’un trou circulaire de rayon r ≤ R pratique´ au sommet du tube. Le tube est initialement
rempli d’air et est immerge´ dans un liquide. Du fait de l’importance des volumes de liquides
ne´cessaire pour nos expe´riences, nous n’avons pas pu e´tudier expe´rimentalement l’inﬂuence des
parame`tres physiques des ﬂuides.
Nos expe´riences ont montre´ que la pe´riode T r0 diminue tout au long du remplissage pour at-
teindre en ﬁn de retour a` l’e´quilibre la valeur de 0,1 seconde quels que soient les parame`tres
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ge´ome´triques des tubes. Nous avons, de plus, observe´ que T r0 est peu sensible a` la longueur L du
tube et au rayon r d’e´change entre les ﬂuides. Par contre, le rayon R du tube est un parame`tre
important de variation de la pe´riode.
Notre mode`le analytique est base´ sur l’ide´e issue de l’observations expe´rimentale qu’il existe
deux temps distincts par pe´riode : un temps de sortie de la bulle, lie´ a` la re´sonnance du
re´servoir puis un temps d’entre´e de l’eau sous l’inﬂuence de la gravite´.
On a un bon accord qualitatif entre les expe´riences et le mode`le. Celui ci rend bien compte de
l’inﬂuence respective des diﬀe´rents parame`tres ge´ome´triques de l’e´tude.
Conclusion 155
CONCLUSION
Re´sume´ des principaux re´sultats expe´rimentaux et analytiques
Dans cette e´tude, nous apportons des re´sultats expe´rimentaux et the´oriques nouveaux sur le
retour a` l’e´quilibre de deux ﬂuides immiscibles initialement instables au sens de Rayleigh-
Taylor. Ce retour a` l’e´quilibre a e´te´ e´tudie´ en conﬁguration de vidange et de remplissage.
Dans la premie`re, le liquide est contenu dans un re´servoir ouvert a` la base. Dans la seconde
conﬁguration, le re´servoir est rempli de gaz, ouvert dans sa partie supe´rieure et immerge´ dans
une cuve rempli de liquide.
La partie I pre´sente l’e´tude expe´rimentale et the´orique de la vidange d’un tube pleinement
ouvert a` la base. On observe alors que le retour a` l’e´quilibre se fait par l’interme´diaire d’une
bulle unique inﬁnie qui remonte dans le tube a` une vitesse constante. Le temps de vidange est
donc caracte´rise´ par la vitesse de bulle, note´e Ub. Les parame`tres de notre e´tude sont la forme
de la section du tube et les parame`tres physiques, la viscosite´ ν et la tension de surface σ, du
liquide. Les sections e´tudie´es sont circulaires, carre´es, triangulaires ou rectangulaires.
Le moteur de la dynamique de cette bulle est la gravite´. Les freins s’opposant a` la remonte´e
sont lie´s a` l’inertie du liquide a` de´placer, a` la viscosite´ de ce liquide et aux eﬀets de courbure.
L’inﬂuence de l’inertie est caracte´rise´e par le nombre de Froude, Frf ≡ U2b /(gP ), ou` P est le
pe´rime`tre de la section du tube et les eﬀets visqueux par le nombre de Stokes, Stf ≡ ν Ub/(gS)
ou par le nombre de Reynolds, Ref ≡ Ub (S/P )/ν ou` S est la surface de la section du tube et
ν est la viscosite´ cine´matique du liquide. Les eﬀets de courbure sont caracte´rise´s par le nombre
de Bond , Bof ≡ RG/a ou` RG est la longueur de Gauss et a la longueur capillaire du liquide.
L’espace des parame`tres dans lequel se de´roule notre e´tude est l’espace de phase (Ref ;Bof ),
nous y distinguons 4 re´gions :
La re´gion 1 est celle ou` les eﬀets inertiels sont pre´dominants. Nous montrons expe´rimentale-
ment et analytiquement que cette re´gion est caracte´rise´e par un nombre de Froude constant :
Frf = 0,04. En terme de vitesse de bulle, nous avons la loi : Ub = 0, 2
√
gP .
La re´gion 2 est celle ou` les eﬀets visqueux sont pre´dominants. Nous montrons expe´rimentalement
et analytiquement que le nombre de Stokes est constant dans cette re´gion de l’espace de phase :
Stf = 0, 011. En terme de vitesse de bulle, nous avons la loi : Ub = 0, 011gS/ν.
On montre expe´rimentalement que la transition entre la re´gion 1 et 2, s’eﬀectue pour un nombre
de Reynolds critique : Re∗f = 3.
Dans la re´gion 3 de l’espace de phase, la bulle inﬁnie est inertielle et est inﬂuence´e par les eﬀets
de courbure. Nous montrons expe´rimentalement que l’apparition de ces eﬀets de courbure s’ef-
fectue a` un nombre de Bond critique : Bo∗f,i ≈ 9. Notre mode`le analytique pre´dit correctement
les re´sultats expe´rimentaux jusqu’a` Bof ≈ 2.
De meˆme, dans la re´gion 4, la bulle est visqueuse et est inﬂuence´e par les eﬀets de courbure qui
apparaissent pour un nombre de Bond critique : Bo∗f,ν ≈ 15. Notre mode`le analytique pre´dit
correctement les re´sultats expe´rimentaux jusqu’a` Bof ≈ 2, 5 dans le cas du cylindre.
La partie II est consacre´e a` l’e´tude du temps de retour a` l’e´quilibre dans les deux conﬁgurations :
vidange et remplissage. Nous ge´ne´ralisons, tout d’abord, le travail de la partie I au cas de la
vidange d’un tube cylindrique au travers d’un oriﬁce circulaire de rayon r ≤ R.
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Le cas r = R e´tant connu, nous menons des expe´riences de vidange avec des liquides peu
visqueux dans le cas r < R et pour des rayons d’e´changes r >> a grands devant la longueur
capillaire. Notre mode`le est base´ sur l’hypothe`se que la rentre´e de l’air dans le tube est similaire
au cas r = R. Il permet d’obtenir un bon accord avec les re´sultats expe´rimentaux. Le temps
de vidange d’un tube cylindrique de longueur L, de rayon R, au travers d’un oriﬁce de rayon r
varie comme :
Tv =
L
0, 5
√
gR
(
R
r
)5/2
. (12.1)
Dans le cas ou` r = R et pour des liquides visqueux, la vidange du re´servoir n’est pas acheve´e
a` l’arrive´e de la bulle inﬁnie en haut du tube. Nous pre´sentons donc une e´tude, a` la fois
expe´rimentale et the´orique, du drainage du ﬁlm de liquide qui reste sur les parois du tube.
La conﬁguration du remplissage de re´servoir est e´tudie´e. E´tant donne´ les volumes de liquide mis
en jeu, les expe´riences de remplissage se de´roulent dans de l’eau. Nous observons que l’interface
entre les deux ﬂuides monte dans le tube avec une vitesse Uinterface constante comme pour la
vidange. Les re´sultats expe´rimentaux sur les temps de remplissage sont en bon accord avec le
mode`le mis en place pour la vidange, e´quation (12.1).
La comparaison entre la vidange et le remplissage permet de conﬁrmer les similitudes que nous
avions soupc¸onne´es entre les deux conﬁgurations : la dynamique de l’e´chelle de temps long, i.e.
le retour a` l’e´quilibre, est identique dans le cas de la vidange et du remplissage de re´servoir.
La partie III de notre e´tude concerne l’e´chelle de temps court, i.e. la pe´riode d’e´mission des
bulles, intervenant durant le retour a` l’e´quilibre.
Dans le cas de la vidange, nous avons vu que si r = R, on n’observe pas d’e´mission de bulle, le
retour a` l’e´quilibre est continu. Par contre si r < R, on a un phe´nome`ne pe´riodique de rentre´e
de bulle d’air dans le tube et sortie de liquide ; c’est le fameux Glou Glou de la bouteille.
On montre que le responsable de la pe´riode d’apparition des bulle est la compressibilite´ de
la poche d’air pre´sente au fond du tube. Le mode`le construit sur cette observation ame`ne a`
l’e´quation d’un oscillateur harmonique qui pre´dit de manie`re correcte les pe´riodes d’e´mission de
bulle. Des corrections a` ce mode`le prennent en compte le caracte`re non-line´aire des e´quations
de la me´caniques des ﬂuides et permettent un bon accord entre ce mode`le et nos re´sultats
expe´rimentaux.
Lors du remplissage d’un tube, quel que soit r, nous observons un phe´nome`ne pe´riodique de
sortie de bulle d’air et de rentre´e d’eau. Notre mode`le est lie´ a` un oscillateur me´canique de
nature diﬀe´rente de celui de la vidange. Il retrouve d’une manie`re correcte la variation de la
pe´riode en fonction des dimensions du tube.
Application au proble`me industriel pose´
Nous concluons ce travail en revenant sur le proble`me pose´ par le CTSN, le remplissage d’un
re´servoir sous marin vertical. Ce re´servoir est un tube cylindrique de longueur L et de rayon
R muni a` son sommet d’une e´coutille permettant l’ouverture du tube. Les dimensions exactes
du tube et la profondeur d’essai sont des donne´es classe´es conﬁdentielles de´fense, nous ne les
communiquerons donc pas dans ce travail. Nous avons pre´sente´ dans l’introduction, les re´sultats
expe´rimentaux d’une expe´rience de remplissage de ce tube place´ a` une profondeur h. Nous avons
vu sur les photographies de la ﬁgure 0.2 que le remplissage du tube est accompagne´ par un
phe´nome`ne alterne´ de sortie de bulle de gaz et entre´e de l’eau dans le tube. Cette observation
est conﬁrme´ a` la lecture de la ﬁgure 0.3, la diﬀe´rence de pression entre le haut et le bas du tube
varie de manie`re pe´riodique au gre´ des sorties de bulles. On remarque que ce re´gime prend ﬁn
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a` t = Tr ≈ 9 s ou` le remplissage est acheve´ a plus de 90 %. La diﬀe´rence de pression ne varie
plus que tre`s lentement, essentiellement a` cause de la sortie de bulles de rayons plus petits que
R, i.e. on a un de´gazage du tube que nous n’avons pas e´tudie´ dans cette the`se.
Selon nos re´sultats, le remplissage d’un re´servoir au travers d’un trou circulaire de rayon r se
de´roule sur un temps Tr qui varie avec les parame`tres ge´ome´triques du re´servoir selon une loi :
Tr =
L
0, 5
√
gR
(
R
r
) 5
2
. (12.2)
Dans l’expe´rience du C.T.S.N., le remplissage se de´roule dans un re´servoir pleinement ouvert :
r = R. Le temps de remplissage est donc :
Tr =
L
0, 5
√
gR
. (12.3)
L’application nume´rique de cette relation avec les donne´es fournies par le C.T.S.N. conduit a`
un temps de remplissage :
Tr = 7.7 s (12.4)
La mesure du temps de remplissage de´bute a` l’ouverture de l’e´coutille, lorsque l’engin commence
a` sortir du tube et se termine lorsque toutes les bulles principales, de rayon comparable a` R,
sont sorties du re´servoir. On a mesure´ un temps de remplissage de 9 secondes. De ce temps,
on doit retrancher le temps de sortie de la masse e´jecte´e qui est de 0,8 s. On a donc un temps
mesure´ de remplissage du tube de 8,2 secondes, le temps Tr pre´dit par la relation (12.3) est en
bon accord avec le re´sultat expe´rimental obtenu par le C.T.S.N.
De la meˆme manie`re, on peut ve´riﬁer nos re´sultats pour le temps court d’e´mission des bulles.
Nous avons montre´ que la pe´riode d’e´mission de ces bulles varie selon le niveau de remplissage
z/L du re´servoir, ses parame`tres ge´ome´triques L et R, la densite´ ρ du liquide de remplissage
et la pression P du gaz pre´sent initialement dans le re´servoir. Cette variation de la pe´riode est
exprime´e par la relation :
T r0 =
(
α
√
2
√
Ub
g
+ 2π
√
β
√
ρUb L
γ P
√
1− z
L
)2
ou` Ub = 0, 5
√
gr. (12.5)
On cherche a` estimer la pe´riode a` mi-remplissage, on prend donc z/L = 0,5. Les dimensions
du re´servoir ont e´te´ rappele´es plus haut et les valeurs des coeﬃcient α, β et γ ont e´te´ de´ﬁnies
section 11.5. L’application nume´rique de l’e´quation (12.5) nous permet de calculer la pe´riode
d’e´mission de bulle en milieu de remplissage : T r0 = 1,3 s.
Les variations de diﬀe´rence de pression de la ﬁgure 0.3 nous renseigne sur le nombre de bulle
sortie du tube pendant le remplissage du re´servoir "Cachalot". On compte 6 bulles (ou pics
de diﬀe´rence de pression) durant les 8,2 s du remplissage. La pe´riode moyenne d’e´mission des
bulles est donc estime´e a` 1,37 s.
La pe´riode des oscillations pre´dite par notre mode`le est donc en bon accord avec les observations
expe´rimentales du C.T.S.N. a` l’origine de ce travail.
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A. ORIGINE DU RETOUR A` L’E´QUILIBRE
A.1 Origine physique de l’instabilite´
L’instabilite´ de Rayleigh-Taylor est l’instabilite´ d’une interface entre deux ﬂuides de densite´s
diﬀe´rentes acce´le´re´e dans une direction perpendiculaire au plan de cette interface. Cette acce´le´-
ration γ0 est, dans le cas qui nous inte´resse, dirige´e du ﬂuide le plus le´ger vers le ﬂuide le plus
lourd.
γ
P0
A
P0-2ργε
B
liquide
air
ε
Figure A.1: Sche´ma de principe de l’instabilite´ de Rayleigh-Taylor dans le cas ou` σ = 0
A B
liquide
air
P0-σεk2 P0-2ργε+σεk2
γε
Figure A.2: Sche´ma de principe de l’instabilite´ de Rayleigh-Taylor dans le cas ou` σ = 0
Un raisonnement de statique des ﬂuides nous permet de bien appre´hender le me´canisme phy-
sique de de´stabilisation de l’interface. Dans un premier temps, nous ne tenons pas compte de la
tension de surface. On suppose que l’interface entre le liquide de densite´ ρ et l’air est perturbe´e.
Ce raisonnement est sche´matise´ sur la ﬁgure A.1. On conside`re un point A au sommet de ce que
l’on appellera une "bosse" et un point B pre´sent au dessus d’un "creux" de l’interface. Si la pres-
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sion statique dans le ﬂuide est PA = P0 au point A, la pression au point B est PB = P0 − 2ργ0
ou`  est l’amplitude de la perturbation. La pression statique en B est donc infe´rieur a` celle en
A. Le liquide va donc avoir tendance a` se de´placer de A vers B ce qui augmente la perturbation
initiale quelle qu’elle soit.
Introduisons, maintenant, une tension de surface σ a` l’interface entre les deux ﬂuides (cf ﬁgure
A.2). Dans la limite des petites perturbations, on a, en A, une pression statique PA = P0−σk2
ou` k = 2π/λ est le nombre d’onde de la perturbation (λ est la longueur d’onde). De la meˆme
manie`re, en B, on a la pression statique PB = P0− 2ργ0+σk2. La diﬀe´rence de pression entre
les deux points peut eˆtre positive ou ne´gative suivant les valeurs des parame`tres. Le crite`re de
stabilite´ de l’interface est donc :
P0 − σk2 < P0 − 2ργ0 + σk2 (A.1)
σk2 > ργ0 (A.2)
On de´ﬁni la longueur capillaire entre les deux ﬂuides comme :
aγ0 ≡
√
σ
ργ0
. (A.3)
On peut alors e´crire le crite`re de stabilite´ sous la forme :
(ak)2 > 1 (A.4)
et
λ < a.α ou` α est une constante. (A.5)
On en de´duit donc que l’interface est stable aux perturbations de longueurs d’onde infe´rieures
a` a. La tension de surface a un eﬀet stabilisant sur les petites longueurs d’onde. Par contre, si
λ >> a, le crite`re de stabilite´, e´quation (A.1), n’est pas ve´riﬁe´ et l’interface est instable.
A.2 Analyse line´aire de stabilite´ de l’interface
L’e´tude de l’instabilite´ d’un ﬂuide lourd place´ au dessus d’un ﬂuide le´ger a e´te´ initie´ par Lord
Rayleigh au 19esie`cle [67]. Plus pre`s de nous, le premier calcul de stabilite´ d’une interface entre
deux ﬂuides de densite´s diﬀe´rentes acce´le´re´e perpendiculairement au plan de cette interface a
e´te´ publie´ par S.G. Taylor en 1950 [76], ce calcul ne prend pas en compte la tension de surface
entre les deux ﬂuides. Ces re´sultats ne concernent que la toute premie`re phase de de´veloppement
de l’instabilite´.
Le calcul d’analyse line´aire de l’instabilite´ de Rayleigh-Taylor est de´taille´ dans le livre de Chan-
drasekhar [15] sur les instabilite´s hydrodynamiques, nous en pre´sentons ici un re´sume´ simpliﬁe´.
La conﬁguration est celle de la ﬁgure A.3, les deux ﬂuides ont une hauteur inﬁnie et on ne´glige
les eﬀets de bord. On suppose les ﬂuides non visqueux, incompressibles et de densite´s uniformes
diﬀe´rentes. La tension de surface entre les deux est note´ σ. Le ﬂuide le plus lourd est place´ au
dessus du plus le´ger (note´ par un indice 2). On suppose, dans nos calculs, que ρ1 = ρ >> ρ2.
A t = 0, on impose une perturbation a` l’interface de la forme z = A(t) cos kx ou` A(t) est
l’amplitude de la perturbation et k, son nombre d’onde (k = 2π/λ, λ est la longueur d’onde de la
perturbation inﬁnite´simale). En utilisant l’e´quation de la quantite´ de mouvement et le caracte`re
incompressible des deux ﬂuides, on montre aise´ment que l’amplitude A(t) est de´termine´e par
l’e´quation :
A¨(t) = ω2A(t), (A.6)
avec A(t) = A0 coshωt et :
ω2 = gk − σ
ρ
k3, (A.7)
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Figure A.3: Sche´ma de principe de l’instabilite´ de Rayleigh-Taylor
σ=0
ω2
k=2π/λ
2π/λm 2π/λc
σ≠0
Figure A.4: Courbe de dispersion de l’instabilite´ de Rayleigh-Taylor
ou` σ est la tension de surface entre les deux ﬂuides et ρ est la densite´ du ﬂuide le plus lourd.
Si σ est nul, l’e´quation (A.7) devient ω2 = gk, ω est alors re´el quel que soit k et l’interface est
instable pour toute les longueurs d’ondes.
Si on suppose que les eﬀets stabilisants de la tension de surface ne sont pas nuls, ω peut
eˆtre imaginaire. Il existe donc des longueurs d’ondes stables ; infe´rieures a` une longueur d’onde
critique λc de la forme :
λc = 2π
√
σ
ρg
. (A.8)
Si on limite l’e´tendue de l’interface a` une largeur 2R ﬁnie (cf ﬁgure A.5), le nombre d’onde k
est de la forme :
k = n
2π
2R
. (A.9)
Le seuil de stabilite´ est obtenu pour la plus petite valeur de k (n = 1). La taille critique £c de
l’interface au dessus de laquelle celle ci est instable est donc :
£c = λc = 2π
√
σ
ρg
. (A.10)
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Figure A.5: Instabilite´ de Rayleigh-Taylor dans un tube de largeur 2R
Une application nume´rique pour une interface air-eau donne comme longueur critique :
£c = 2π
√
70.10−3
1000 × 9.81 = 17.10
−3m. (A.11)
L’analyse de la courbe de dispersion (cf ﬁgure A.4) montre qu’il existe une longueur d’onde λm
plus instable que les autres :
λm =
√
3.λc. (A.12)
Il existe dans la litte´rature de nombreuses publications qui ge´ne´ralisent le calcul 2D pre´ce´dent
sur la premie`re phase de l’instabilite´ de Rayleigh-Taylor. Le calcul line´aire de stabilite´ 3D
s’eﬀectue en superposant les perturbations de formes harmoniques du cas 2D dans les deux
directions x et y. Ceci est pre´sente´ dans le livre de Chandrasekhar [15], de meˆme que l’eﬀet
de la viscosite´ des ﬂuides sur l’analyse de la stabilite´ de l’interface. Cet eﬀet de la viscosite´ est
de´taille´ par diﬀe´rents auteurs ([58], [59], [60]).
Il existe diﬀe´rentes e´tudes qui comple`te ce calcul line´aire, notamment sur l’inﬂuence de la
compressibilite´ des ﬂuides, d’une acce´le´ration non uniforme, d’un gradient de densite´ ou d’une
ge´ome´trie particulie`re sur l’analyse line´aire de l’instabilite´ de Rayleigh-Taylor. Pour toutes ces
re´fe´rences, on se reportera a` celles cite´es par D. H. Sharp [72] page 7.
A.3 Se´lection d’une longueur - Me´canisme de fusion entre bulles
Durant la premie`re e´tape de l’instabilite´, l’amplitude de la perturbation initiale augmente expo-
nentiellement jusqu’a` une taille de l’ordre de 0,1λ ou` des e´carts a` la the´orie line´aire commencent
a` eˆtre observe´ [72].
La deuxie`me e´tape du de´veloppement de l’instabilite´ est caracte´rise´e par une augmentation non-
line´aire ([40], [1], [64]) de l’amplitude des perturbations jusqu’a` atteindre une taille de l’ordre de
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λ. Durant cette seconde phase, un syste`me de bulles pe´ne´trants dans le ﬂuide dense se met en
place tandis que celui ci est draine´ sous la forme de jets apparaissant entre les bulles et le long
des parois du tube. Ces bulles, apparues lors de la premie`re phase, vont fusionner entre elles.
Lors de la vidange d’un tube cylindrique vertical de rayon R grand devant la longueur critique
£c, on observe l’apparition de plusieurs bulles de rayon infe´rieur a` R dans les premiers instants
de l’ouverture du tube, puis, apre`s un rayon de tube, il y a eu compe´tition entre les bulles et il
n’en reste plus qu’une, d’un rayon proche de R, qui remonte dans le tube.
Ces trois phases de l’instabilite´ de Rayleigh-Taylor - augmentation exponentielle de l’amplitude
de la perturbation initiale puis fusion entre bulles et enﬁn remonte´e d’une bulle unique axisy-
me´trique - ont e´te´ observe´es par D. J. Lewis [50] qui place la limite de l’analyse line´aire a` une
amplitude de 0,4 λ et la ﬁn de la seconde phase a` 0,75 λ, ou` λ est la longueur d’onde de la
perturbation initiale.
La mesure de l’acce´le´ration de l’interface lors de la phase de fusion des bulles issues de l’insta-
bilite´ de Rayleigh-Taylor a e´te´ eﬀectue´e par K. I. Read [68]. L’auteur a acce´le´re´ l’interface entre
les deux ﬂuides de 25 g a` 75 g. Il montre expe´rimentalement que l’acce´le´ration du front de bulle
est constante et est e´gale a` αg avec α compris entre 0,066 et 0,077.
Nous avons distingue´ deux types de travaux the´oriques sur la fusion de bulle : tout d’abord
ceux qui mode´lisent la remonte´e de deux ou trois bulles au moyen d’un e´coulement potentiel et
observe la fusion entre les bulles puis ceux qui mode´lisent les me´canismes de fusion a` partir de
loi statistiques.
L’article de D. Layzer [48] propose un de´but d’explication pour la fusion entre bulles bien
de´veloppe´es dans un tube 2D. Il montre tout d’abord, a` partir d’un mode`le potentiel, que
plus une bulle se propage dans un grand espace, plus sa vitesse est e´leve´e. Il fait ensuite
le raisonnement simple suivant : si une bulle est le´ge`rement de´passe´e par ses deux voisines,
l’e´coulement associe´ a` cette bulle est compresse´ au niveau de son sommet, elle a moins de place
que les deux autres pour se propager, elle va donc ralentir et perdre encore plus "d’espace vital"
jusqu’a` sa disparition. Ainsi le nombre de bulle par unite´ de longueur diminue continuellement
jusqu’a` ce qu’il n’en reste plus qu’une. Cette explication, base´e sur un mode`le d’e´coulement
potentiel, est propose´ suite aux observations expe´rimentales de D. J. Lewis [50] qui suivent les
travaux the´orique de S.G. Taylor [76] sur la phase de croissance line´aire de l’instabilite´.
On peut aussi citer l’article de J. Hecht et al. [39] qui ge´ne´ralise le travail de D. Layzer [48]
en pre´sentant un mode`le d’e´coulement potentiel a` plusieurs bulles. Ce mode`le est applique´
a` l’e´volution de deux bulles 2D de vitesses initiales diﬀe´rentes de 10%. Les deux bulles se
comportent tout d’abord de manie`re inde´pendante puis il apparaˆıt la phase d’acce´le´ration de
la plus rapide tandis que l’autre disparaˆıt puis intervient la phase de saturation de la bulle
"gagnante". Les auteurs e´tudient aussi l’e´volution d’une bulle issue de l’instabilite´ de Rayleigh-
Taylor dans une conﬁguration rectangulaire.
A. J. Zuﬁria [86] a comple´te´ ces re´sultats en construisant un mode`le de propagation de bulle en
2D entre deux murs base´ sur la superposition du potentiel complexe des vitesses d’une source et
d’un e´coulement permanent. La mode´lisation d’une bulle par la superposition de deux e´coule-
ments a e´te´ tout d’abord propose´ par H. J. Kull [47]. En appliquant, entre autre, l’e´quation de
Bernoulli au sommet des bulles, il obtient un syste`me de 4 e´quations diﬀe´rentielles du premier
ordre qui tend vers une solution d’e´quilibre. Le calcul de la fonction courant du syste`me a` plu-
sieurs bulles (Nbulle = 20) montre que les plus petites sont mange´es par les plus grosses parce
que ces dernie`res vont plus vite et, e´tant au dessus des autres, occupent plus d’espace libre.
Le calcul nume´rique montre que la position du sommet des bulles "gagnantes" varie en αg t2,
i.e. l’acce´le´ration des bulles est constante durant cette phase de fusion de bulle. Au ﬁnal, il ne
reste plus qu’une bulle qui n’est plus soumise a` une acce´le´ration constante mais qui remonte
a` vitesse constante. La valeur de l’acce´le´ration α calcule´e par A. J. Zuﬁria [86] est comprise
dans la gamme 0,049-0,055 est en bon accord avec les re´sultats expe´rimentaux de Read [68]
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(α = 0,066-0,077) et avec ceux, nume´riques, obtenus par D. Youngs [84] (α = 0,04-0,05) et
U. Alon et al. [3] (α = 0,051) a` partir d’un mode`le statistique de fusion des bulles.
En paralle`le, des auteurs ont cherche´ a` mettre en place des mode`les statistiques aﬁn de mode´liser
les me´canismes de fusion entre bulles.
Le premier mode`le statistique de la fusion des bulles propose´ par J. A. Wheeler et D. H. Sharp [72]
suppose que deux bulles voisines fusionnent si la diﬀe´rence de hauteur entre les deux est supe´-
rieur au rayon de la plus petite. La conservation de la surface de la section de la bulle et de la
masse donne acce`s a` la taille et a` la hauteur de la nouvelle bulle. Puisque les plus petites bulles
sont avale´es par les grosses, le rayon R et donc la vitesse moyenne des bulles augmente avec le
temps. Une seconde pre´diction de ce mode`le est qu’une bulle de rayon initialement supe´rieur a`
la moyenne ﬁnira par l’emporter sur toute les autres. L’auteur propose plusieurs explications
qu’il avoue ne pas pouvoir distinguer : Soit il y a toujours une bulle qui l’emporte quel que
soit la distribution initiale de taille de bulle, soit l’apparition de cette bulle unique de´pend
du "degre´ d’anomalie" dans la distribution statistique initiale ou bien encore une distribution
statistique en taille et en hauteur de bulle est presque toujours atteinte, les bulles uniques e´tant
des "accidents statistiques".
L’article de C. L. Gardner et al. [33] entreprend une e´tude nume´rique plus quantitative du
mode`le statistique pre´ce´dent, il montre que la fusion des bulles s’accompagne tout d’abord
d’une phase d’augmentation exponentielle de la taille des bulles, puis d’une phase ou` les fusions
de bulles sont plus nombreuses et ou` l’acce´le´ration moyenne du front de bulles est constante dans
le temps. La transition est cause´e par le de´veloppement des interactions entre bulles voisines.
U. Alon et al. [2] propose un mode`le statistique simple de la fusion des bulles. A partir de
diﬀe´rentes lois de fusion, il montre qu’il existe des distributions en taille de bulle qui sont
stables pour certaines lois tandis que d’autres lois de fusion ame`nent en un temps ﬁni a` une
bulle unique. Il propose un crite`re de se´lection de la loi de fusion qui permet de se´lectionner
celle qui entraˆıne l’apparition des bulles uniques et montre que l’acce´le´ration de l’interface (i.e.
front de bulle), de´duite de ces lois de fusion entre bulles, est constante.
X. L. Li ([51] et [52]) inte`gre nume´riquement l’e´quation d’Euler dans le cas de l’instabilite´
de Rayleigh-Taylor pour des ﬂuides compressibles. cette e´tude conﬁrme le fait que, lors de la
fusion, les bulles sont soumises a` une acce´le´ration constante. L’auteur suppose que la cause du
phe´nome`ne de fusion de bulle est la pre´sence d’une instabilite´ secondaire du front de bulle issue
de l’instabilite´ primaire de Rayleigh-Taylor. Il existe de nombreuses e´tudes nume´riques directes
([64], [51], [52], [77], [85] et [16]) de l’e´volution de l’instabilite´.
La fusion entre bulle lors de la seconde phase du de´veloppement de l’instabilite´ de Rayleigh-
Taylor est donc le re´sultat de la compe´tition entre bulles voisines : celle qui a le plus grand rayon
est plus rapide que la plus petite, elle passe donc devant cette dernie`re et, ayant plus d’espace
libre, elle augmente encore son rayon et ainsi de suite jusqu’a` la disparition de la bulle la plus
petite. Les plus petites structures sont donc "avale´es" par les plus grosses. Tout les re´sultats de
la litte´rature montrent que le front de bulle se de´place avec une acce´le´ration constante avant
que la vitesse ne sature lorsqu’il ne reste plus que quelques bulles. La fusion des bulles est la
cause de la transition entre une acce´le´ration constante et une vitesse constante pour les bulles
issues de l’instabilite´ de Rayleigh-Taylor.
B. SYNTHE`SE BIBLIOGRAPHIQUE SUR LES BULLES
INFINIES
B.1 Bulles inﬁnies dans les tubes cylindriques
Les re´sultats expe´rimentaux concernant la vitesse des bulles dans des tubes de grandes dimen-
sions remplis de liquides de faible viscosite´ sont nombreux. Dans ces tubes, l’e´quilibre entre
l’inertie du liquide et la force d’Archime`de est caracte´rise´ par un nombre sans dimension, le
nombre de Froude, de´ﬁni par :
Fr =
U2b
gR
, (B.1)
ou` Ub est la vitesse de remonte´e de la bulle, R, le rayon du tube et g, l’acce´le´ration de la gravite´.
Les premiers travaux expe´rimentaux que l’on peut citer sont ceux de
D. Dumitrescu [28], cet auteur a mesure´ la vitesse de propagation des bulles inﬁnies dans de
l’eau dans 4 tubes cylindriques de rayons inte´rieurs R = 0,005 m, 0,010 m, 0,019 m et 0,035 m.
Les mesures de vitesse montrent que le nombre de Froude est constant, Fr = 0,24, durant la
vidange des tubes cylindriques pour les tubes de rayon supe´rieur a` 10 mm.
Les travaux de S.G. Taylor [25] concernent la remonte´e de bulles dans des tubes en verre de
0,005 m, 0,010 m et 0,040 m de rayon. La base, pleinement ouverte, du tube est place´e dans
une cuve pleine du liquide expe´rimental puis en aspirant le liquide par le haut du tube, celui ci
se rempli. L’apparition de la bulle est provoque´e par la chute brutale de la cuve qui de´clenche
la vidange du tube. La bulle est chronome´tre´e entre deux marques imprime´es sur le tube ce
qui permet de mesurer la vitesse Ub de la bulle. Le nombre de Froude mesure´ est constant et
compris entre 0,22 et 0,24.
E. T. White et R. H. Beardmore [83] utilisent dans leurs expe´riences des tubes en verre de la
meˆme gamme de taille que ceux de S.G. Taylor. Les tubes sont initialement remplis du liquide
de mesure et l’air est contenue dans un tuyau en caoutchouc place´ en bas des tubes et ferme´
par des pinces. L’ouverture de la pince la plus haute provoque le de´part d’une bulle dont on
peut controˆler le volume. Le passage du sommet de la bulle devant deux marques distantes
de 0,600 m permet d’en mesurer sa vitesse. La re´pe´tition des expe´riences permet de limiter les
erreurs de mesure (les auteurs nous semblent par ailleurs optimiste qui estiment leurs erreurs de
mesure a` moins de 1 %). Ils de´duisent de leurs mesures et de celles de pre´ce´dents auteurs que
Fr = 0,238 lorsque les eﬀets de la viscosite´ et de la tension de surface peuvent eˆtre ne´glige´s c’est
a` dire lorsque l’on utilise des tubes de grandes dimensions et des liquides de faible viscosite´.
L’e´tude expe´rimentale de la remonte´e des bulles inﬁnies de E. E. Zukoski [87] est un des articles
de re´fe´rence de cette e´tude. L’auteur y de´taille les diﬀe´rents eﬀets qui contribuent a` la de´termi-
nation de la vitesse de remonte´e des bulles inﬁnies. Il isole les eﬀets de la viscosite´ du liquide
et de la tension de surface entre les deux ﬂuides. Son e´tude couvre tout le domaine des para-
me`tres excepte´ la forme des tubes : il s’est concentre´ sur la vidange de tubes cylindriques. Les
re´sultats concernant les tubes de grands diame`tres et les liquides de faible viscosite´ montrent
que Fr = 0,23. Les tubes utilise´s ont un rayon qui varie de 0,010 m a` 0,090 m, ils sont en verre
et font 1 m de longueur. Des tubes en Plexiglas ont e´te´ utilise´s pour ve´riﬁer qu’il n’y avait pas
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d’inﬂuence du mate´riau. L’auteur montre que cette inﬂuence est ne´gligeable si le rayon du tube
de´passe 0,010 m. La mesure du diame`tre du tube est obtenue par mesure du volume de liquide
pour une hauteur donne´e. Deux techniques de mesures de la vitesse des bulles ont e´te´ misent
en œuvre. La premie`re technique est celle de´veloppe´e par S.G. Taylor. La seconde technique est
utilise´e dans les plus grands tubes, c’est celle de E. T. White et R. H. Beardmore.
Les diﬀe´rentes contributions expe´rimentales situent la valeur du nombre de Froude entre 0,22
et 0,26 ([35], [62], [19] et [54]).
Les travaux expe´rimentaux de S. Polonsky et al. [65] et R. Van Hout et al. [79] utilisent la
technique de ve´locime´trie par images de particule (P.I.V.) pour mesurer le champ de vitesse
induit par la remonte´e d’une bulle inﬁnie. Les mesures ont e´te´ eﬀectue´es au niveau du sommet
de la bulle et dans le ﬁlm de liquide qui s’e´coule le long des parois. Elles montrent que l’inﬂuence
de la bulle sur l’e´coulement amont devient ne´gligeable apre`s une distance d’un diame`tre.
Le premier mode`le de remonte´e d’une bulle inﬁnie dans un tube cylindrique est l’œuvre de
D. Dumitrescu [28] en 1943. Ce mode`le sera repris en partie par S.G. Taylor [25] en 1950. Ces
auteurs supposent que l’e´coulement autour de la bulle est incompressible et non visqueux, ils
de´ﬁnissent une fonction courant ψ et, en appliquant l’e´quation de Bernoulli sur la surface de la
bulle, obtiennent une condition simple sur le champ de vitesse a` la surface de la bulle.
S.G. Taylor me`ne une description potentielle de l’e´coulement qui ne satisfait a` cette condition
de pression qu’en un point de la surface arbitrairement choisi pour donner une solution satis-
faisante. Malgre´ cette hypothe`se restrictive, il obtient un nombre de Froude constant et e´gal a`
0,215. Cette relation est en bon accord avec ses re´sultats expe´rimentaux.
D. Dumitrescu de´veloppe la fonction courant autour du sommet de la bulle et garde les trois
premiers termes (S.G. Taylor n’en garde qu’un) ce qui lui permet d’appliquer la condition de
pression autour du sommet. Il trouve que le nombre de Froude a une valeur constante e´gale a`
0,246.
D. Layzer [48] propose dans son mode`le d’appliquer l’e´quation de Bernoulli sur la surface de
la bulle au voisinage du sommet de la bulle en utilisant une approximation au premier ordre
autour du sommet de la fonction courant. Il trouve the´oriquement que Fr = 0,261 pour un
e´coulement 2D axisyme´trique et que Fr = 0,106 dans le cas 2D plan (R est alors la moitie´ de
la largeur du tube).
J. A. Zuﬁria [86] mode´lise la bulle inﬁnie 2D plan par la superposition de deux potentiels des
vitesses : une source et un e´coulement uniforme. L’auteur applique, notamment, l’e´quation de
Bernoulli a` la surface de la bulle qu’il suppose parabolique et obtient un syste`me de 4 e´quations
diﬀe´rentielles du premier ordre avec 4 inconnues (le de´bit de la source, la position de la source,
le rayon de courbure de la bulle suppose´ variable dans le temps et la longueur de la bulle). La
re´solution nume´rique de ce syste`me montre qu’il tend vers un e´tat d’e´quilibre qui correspond a`
une bulle remontant a` vitesse constante dans le tube 2D. Cette solution du syste`me ne de´pend
pas des conditions initiales et conduit a` Fr = 0,098 (bulle 2D plane).
Le proble`me de la bulle 2D plan a e´te´ formule´ de manie`re rigoureuse par G. Birfhoﬀ et al. [11] et
par P. R. Garabedian [32] en 1957. Les mode`les mathe´matiques de ces deux auteurs s’appuient
sur des e´quations inte´grodiﬀe´rentielles dont la solution est complexe a` de´river. G. Birkhoﬀ
de´duit de ses calculs que Fr = 0,106 tandis que P. R. Garabedian montre analytiquement qu’il
existe une solution en terme de vitesse et de forme de bulle pour toutes les valeurs de Fr
possibles infe´rieures a` Fr = 0,116. En utilisant un argument e´nerge´tique, il sugge`re que la seule
solution physique est celle pour laquelle Fr = 0,116.
J. M. Vanden-Broeck [80] conﬁrme nume´riquement l’existence d’une solution pour chaque
nombre de Froude Fr < 0,116 mais est en contradiction avec les re´sultats pre´ce´dents puis-
qu’il trouve Fr = 0,259 pour une conﬁguration 2D plane.
R. Collins [20] reprend les travaux de S.G. Taylor et de D. Dumitrescu en changeant d’ex-
pression pour le potentiel des vitesses pour un e´coulement 2D plan. Il retrouve le re´sultat
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de D. Layzer [48] sur la vitesse d’une bulle inﬁnie plane dans un tube de demi-largeur R :
Fr = 0, 106 pour une bulle de longueur inﬁnie. Le meˆme auteur [21] propose une autre fonc-
tion courant pour mode´liser la remonte´e de la bulle. Il reprend un travail de H. Lamb (1926)
qui exprime la fonction courant pour un e´coulement uniforme perturbe´ par une source situe´e
sur l’axe d’un tube cylindrique. Cette expression du potentiel des vitesses lui permet d’´etu-
dier la transition entre une bulle dans un milieu inﬁni et une bulle inﬁnie dans un tube plan.
K. W. Tung et J. Y. Parlange [78] aﬃrment que les deux formes de repre´sentation de l’e´coule-
ment sont e´quivalentes. R. Collins montre que si la longueur de la bulle est grande devant la
courbure du sommet de la bulle et le rayon du tube, on a une bulle inﬁnie dans un tube et on
retrouve le re´sultat de D. Layzer [48].
En ce qui concernent les e´tudes nume´riques sur ce sujet, on peut citer l’article de M. Z. Podowski
et al. [4] qui e´tudie la remonte´e d’un train de bulle dans un tube cylindrique par la me´thode
des volumes de ﬂuide (V. O. F.) qui permet la mode´lisation d’un saut de densite´ et qui est
utilise´e ici pour mode´liser l’interface. Le syste`me d’e´quations obtenu est re´solu avec un code
commercial. Les re´sultats sur la forme des bulles sont en bon accord avec l’expe´rience de meˆme
que la vitesse des bulles qui est mesure´e nume´riquement : Fr = 0, 245.
La partie nume´rique de l’article de Z. Mao et A. E. Dukler [54] reprend un sche´ma de simulation
identique et y inte`gre un mode`le de turbulence aﬁn de mode´liser l’e´coulement dans le ﬁlm de
liquide le long des parois. Ces auteurs se´lectionnent la solution pour laquelle la variation de la
courbure de l’interface est nulle au sommet de la bulle. Si la viscosite´ est faible, ils obtiennent
Fr = 0,239.
J. D. Bugg et al. [14] inte`grent nume´riquement un mode`le similaire en y ajoutant un terme de
tension de surface et la viscosite´ du liquide. Les re´sultats obtenus sont conformes aux re´sultats
expe´rimentaux de E. T. White et R. H. Beardmore [83].
D. A. Kessler et al. [43] et H. Levine et al. [49] construisent un mode`le d’e´coulement potentiel
en 3 dimensions. La fonction courant ne ve´riﬁant pas l’e´quation de Laplace dans ce cas, les
auteurs ont exprime´s cette fonction courant en terme de fonctions de Green et obtiennent une
e´quation inte´grodiﬀe´rentielle qu’ils ont inte´gre´e nume´riquement. Dans le cas ou` la tension de
surface tend vers ze´ro, ils montrent que Fr = 0, 24.
Il existe peu de travaux nume´riques re´cents sur la remonte´e d’une bulle inﬁnie, on peut citer par
exemple la the`se de A. Benkenida [8] qui s’inte´resse a` la mode´lisation nume´rique des e´coulements
diphasiques et applique sa me´thode de suivi d’une interface a` l’e´tude de la bulle inﬁnie. La
diﬀe´rence avec les travaux de Z. Mao et A. E. Dukler [54] est que la bulle se de´place dans un
maillage ﬁxe sans condition quant a` sa forme. Le re´sultat obtenu est que la bulle remonte a`
vitesse constante avec Fr = 0,231.
La conclusion de tout ces travaux est qu’une bulle inﬁnie, issue de la vidange d’un tube cylin-
drique pleinement ouvert a` sa base, remonte avec une vitesse telle que le nombre de Froude est
constant :
Fr = Constante comprise entre 0,21 et 0,26. (B.2)
En raison de ses applications industrielles, plusieurs e´tudes ont e´te´ mene´es sur la propagation
de bulles inﬁnies et plus particulie`rement sur les "slug-ﬂow". De tels e´coulements apparaissent
dans les e´coulements diphasiques, ils sont compose´s de longues bulles de gaz entrecoupe´es d’une
phase liquide plus dense. Ces e´coulements sont le sie`ge de ﬂuctuations violentes de vitesse et
de pression. Un e´tat de l’art sur l’e´tude de ces "slug-ﬂow" est propose´ par A. E. Dukler et
J. Fabre [27] et J. Fabre et A. Line´ [29]. La plupart des e´tudes pre´sente´es relient la vitesse
Ub des bulles dans un tube cylindrique de rayon R a` la relation Ub = C.
√
gR et e´tudient le
comportement du coeﬃcient C avec la longueur de la bulle, l’inclinaison du tube, le de´bit de
chaque phase, la nature des ﬂuides . . .
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B.2 Inﬂuence de la viscosite´ et de la tension de surface sur la vitesse de
remonte´e d’une bulle inﬁnie
La premie`re e´tude de l’inﬂuence des parame`tres physiques du liquide a` drainer sur la vitesse
de remonte´e d’une bulle inﬁnie semble eˆtre celle de G. Barr [5]. Le premier re´sultat important
est que la longueur de la bulle n’a aucune inﬂuence sur sa vitesse tant qu’elle est supe´rieure au
diame`tre du tube. L’analyse dimensionnelle du proble`me conduit alors a` la relation :
Ub =
gR2
ν
.f
(
gρR2
σ
)
. (B.3)
G. Barr montre expe´rimentalement que la vitesse de la bulle est proportionnelle a` R2 et que la
viscosite´ diminue cette vitesse. C’est aussi dans cet article que l’on discute pour la premie`re fois
des eﬀets de σ.
Un travail expe´rimental de re´fe´rence sur l’inﬂuence de la viscosite´ et de la tension de surface sur
la vitesse de la bulle dans un tube cylindrique a e´te´ mene´ par E. T. White et R. H. Beardmore
[83].
Ils montrent expe´rimentalement que si Bo > 17, 5, le liquide faiblement visqueux se comporte
comme un ﬂuide ide´al avec un nombre de Froude constant et e´gal a` 0,23 comme pre´vu the´o-
riquement par D. Dumitrescu et S.G. Taylor. L’apparition des eﬀets de la tension de surface
conduit a` une diminution de la vitesse Ub et donc du nombre de Froude pour Bo < 17, 5. La
bulle est meˆme bloque´e dans le tube si le nombre de Bond est e´gal a` 1. i.e. si le rayon du tube
est e´gal a` la longueur capillaire.
E. T. White et R. H. Beardmore [83] montrent expe´rimentalement que lorsque l’on peut ne´gliger
les eﬀets de la tension de surface et que l’on utilise des ﬂuides visqueux, l’eﬀet dominant qui
ralenti la vitesse de la bulle est la viscosite´. Les auteurs ne sont pas tre`s clair sur le nombre sans
dimensions caracte´risant l’apparition de l’inﬂuence de la viscosite´ mais ils montrent que, dans
le domaine de pre´dominance de cet eﬀet, la vitesse de la bulle suit la loi :
Ub = 0.0384
gR2
ν
. (B.4)
E. E. Zukoski a aussi e´tudie´ expe´rimentalement l’inﬂuence de σ et de ν sur la remonte´e de la
bulle. Aﬁn de de´coupler les deux eﬀets, il montre que l’inﬂuence de la tension de surface inter-
vient pour Bo < 10. En utilisant ce re´sultat, Il de´couple dans son e´tude les eﬀets de la viscosite´
de ceux de la tension de surface et montre que la vitesse de propagation est inde´pendante de ν
si le nombre de Reynolds est supe´rieur a` 200.
Au niveau des travaux the´oriques sur l’inﬂuence de la viscosite´ sur la vitesse des bulles in-
ﬁnies, on peut citer l’article de H. L. Goldsmith et S. G. Mason [35] qui pose des bases the´o-
riques a` cette e´tude mais n’apporte pas de re´ponse sur la vitesse de la bulle. L’article de
D. A. Reinelt [69] tente d’apporter une re´ponse a` ce proble`me de l’inﬂuence de la viscosite´ sur
la remonte´e d’une bulle inﬁnie. Il reprend la me´thode de calcul de F. P. Bretherton [13] sur
la propagation d’une bulle dans un tube capillaire. Alors que ce dernier s’applique a` exprimer
l’inﬂuence de la viscosite´ dans le cas d’un nombre capillaire Ca = µUb/σ << 1, D. A. Reinelt
de´duit de son calcul nume´rique une relation entre ce nombre capillaire et le nombre de Bond
pour des nombres capillaires plus e´leve´s. Il montre que pour un nombre capillaire supe´rieur a`
0.02, i.e. si les eﬀets visqueux l’emportent sur les eﬀets de courbure, le nombre de Bond varie
line´airement avec le nombre capillaire, on a alors la relation :
ρgR2
σ
= K ′2
µUb
σ
d’ou` Ub = K2
gR2
ν
, (B.5)
ou` µ = ν.ρ est la viscosite´ dynamique du liquide.
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Nous constatons un manque dans la litte´rature de travaux the´oriques permettant de de´duire la
loi B.5 autrement que par l’analyse dimensionnelle ou les re´sultats de simulations nume´riques.
A notre connaissance rien n’a encore e´te´ publie´ a` ce sujet.
De nombreux auteurs ont mene´ des e´tudes the´oriques prenant en compte la tension de surface
dans la remonte´e d’une bulle inﬁnie. La premie`re analyse the´orique de la litte´rature est celle
de K. W. Tung et J. Y. Parlange [78] qui e´tend le travail de D. Dumitrescu, S.G. Taylor et
D. Layzer en ajoutant un terme de tension superﬁcielle a` la condition de pression a` l’interface.
Il montre que la diminution du nombre de Froude (de´ﬁnition B.1) par la tension de surface est
pre´dite par la loi :
Fr = 0.272 − 0.472 1
Bo
(B.6)
Cette loi est en excellent accord avec les re´sultats expe´rimentaux pour un nombre de Reynolds
supe´rieur a` 200 (i.e. pas d’inﬂuence de la viscosite´). K. H. Bendiksen [7] reprend lui aussi l’ana-
lyse the´orique de D. Dumitrescu en ajoutant des termes supple´mentaires pour le de´veloppement
de la fonction courant au sommet de la bulle et un terme de tension de surface a` la condition
de pression a` la surface de la bulle. Il obtient une loi de variation de la vitesse de la bulle en
fonction du nombre de Bond plus complexe que la loi B.6 sans en ame´liorer l’accord avec les
re´sultats expe´rimentaux.
J. M. Vanden-Broeck [81] reprend les calculs rigoureux de G. Birfhoﬀ et al. [11] et
P. R. Garabedian [32] sur la bulle 2D remontant dans un tube de largeur 2R. Il rajoute un
terme de tension de surface a` l’e´quation de Bernoulli applicable sur la surface de la bulle. La
prise en compte des eﬀets de tension superﬁcielle entraˆıne l’existence d’une inﬁnite´ de solutions
avec chacune un nombre de Froude diﬀe´rent. Tandis que, lorsque la tension de surface tend vers
ze´ro, toutes les solutions tendent vers une valeur unique du nombre de Froude Fr = 0,106 en
accord avec les re´sultats expe´rimentaux de R. Collins [20] pour une bulle plane.
B. Coue¨t et G. S. Strumolo [22] reprennent l’e´tude pre´ce´dente et la ge´ne´ralise en prenant en
compte l’inclinaison du tube. Dans le cas du tube vertical, l’accord de leurs re´sultats sur l’e´volu-
tion du nombre de Froude en fonction de Bo avec les re´sultats expe´rimentaux de E. E. Zukoski
est remarquable bien que leur calcul nume´rique soit 2D plan.
D. A. Kessler et H. Levine [43] introduisent une me´thode diﬀe´rente de re´solution du pro-
ble`me de la tension de surface et expriment la fonction courant en terme de fonction de
Green permettant de prendre en compte des conditions aux limites du proble`me. La re´solu-
tion nume´rique du syste`me integrodiﬀe´rentiel obtenu donne des re´sultats similaire a` ceux de
J. M. Vanden-Broeck [80].
Une e´tude semblable a e´te´ mene´e par H. Levine et Y. Yang [49] en coordonne´es cylindriques
pour le cas d’un proble`me 2D axisyme´trique. Les re´sultats nume´riques pre´sentent un e´cart de
moins de 10% avec les expe´riences de E. E. Zukoski.
B.3 Bulles inﬁnies dans les tubes non-cylindriques
Le cas des tubes de grandes dimensions de section rectangulaire et triangulaire a e´te´ e´tudie´
expe´rimentalement par M. Sadatomi et al. [71]. Ces auteurs ont mesure´ la vitesse de remonte´e
de bulles inﬁnies dans de l’eau et dans des tubes de grandes dimensions ou` la gravite´ et l’inertie
du liquide sont les parame`tres importants. Ils montrent que le nombre de Froude base´ sur le
pe´rime`tre de la section du tube :
Frp =
Ub√
g(P/π)
, (B.7)
est constant quelle que soit la ge´ome´trie du tube. P est le pe´rime`tre de la section. Ces auteurs
proposent le pe´rime`tre sans explications physiques. Leurs travaux concernent 10 tubes rectan-
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gulaires de rapports largeur/e´paisseur diﬀe´rents et 1 tube triangulaire isoce`le de hauteur e´gale
a` 0,055 m (angle au sommet = 20◦).
Nous n’avons pas releve´ d’autres travaux traitant de la remonte´e de bulles dans des tubes de
section non circulaire, tant au niveau expe´rimental que the´orique.
Si la litte´rature sur les bulles se propageant dans des tubes capillaires non circulaires est abon-
dante, elle se concentre sur l’e´tude du ﬁlm liquide entre la bulle et le tube carre´ et sur l’e´coule-
ment dans les coins des tubes.
F. P.Bretherton [13] introduit un mode`le pour une bulle se propageant dans un tube capillaire.
Il suppose que seules les forces visqueuses et interfaciales ne sont pas ne´gligeables dans le
proble`me et utilise l’hypothe`se de lubriﬁcation pour le ﬁlm de liquide autour de l’interface. Ses
travaux sont une contribution inte´ressante pour la description de la forme de la bulle dans un
tube capillaire qui sera utilise´e plus tard par W. B. Kolb et R. L. Cerro [46] pour en de´duire
la forme de la bulle dans un tube carre´. Ces auteurs se servent de leur analyse the´orique du
champ de vitesse entre une bulle circulaire et un tube carre´ [45]. Ils ont de meˆme mene´ une
e´tude expe´rimentale [44] de visualisation de la forme de la bulle se propageant dans un tube
carre´. Ils montrent que si le nombre capillaire Ca = µUb/σ est infe´rieur a` 0.1, la bulle n’est pas
axisyme´trique et l’e´coulement se fait majoritairement dans les coins.
On peut aussi citer l’e´tude expe´rimentale de M. Dong et I. Chatzis [26] qui re´pondent a` la
question : comment peut on mouiller les coins de tubes capillaires non circulaire en poussant
un liquide a` l’inte´rieur ? Et le travail nume´rique de M. M. Weislogel et S. Lichter [82] sur la
structure de l’e´coulement et la remonte´e d’un liquide par capillarite´ dans les coins.
La remonte´e de bulles dans des capillaires triangulaires et rectangulaires sous l’action de la gra-
vite´ a e´te´ e´tudie´e expe´rimentalement par Q. C. Bi et T. S. Zhao [10], leur principale conclusion
est qu’il y a une vitesse de bulle non nulle pour des tubes de dimensions infe´rieures a` la longueur
capillaire.
L’e´tude de la propagation des bulles inﬁnies dans des tubes toro¨ıdaux a fait l’objet d’un inte´reˆt
grandissant ces dernie`res anne´es du fait de l’importance de cette ge´ome´trie dans les situations
accidentelles de l’industrie nucle´aire ou pendant le forage d’un puit pour l’industrie pe´trolie`re.
[71] ont mene´s des e´tudes expe´rimentales sur la propagation d’une bulle inﬁnie dans un tube
toro¨ıdal. Ils ve´riﬁent que leur loi (B.7) empirique s’applique bien au cas des tores.
[23] me`nent une analyse the´orique de la forme des bulles se propageant dans un tore. Ils mo-
de´lisent le nez de la bulle par un e´coulement potentiel autour d’une ellipse. Plus re´cemment,
les expe´riences de [24] sur la forme de ces bulles ont permis de ve´riﬁer les travaux the´oriques
pre´ce´dents. La vitesse de bulle calcule´e nume´riquement par [23] a` partir de leur analyse est en
bon accord avec les re´sultats expe´rimentaux de [71] et [42]. Le nombre de Froude construit par
[23] pour caracte´riser la vitesse d’ascension des bulles inﬁnies dans un tore est tre`s proche de la
loi (B.7) :
Frt =
Ub√
g(D1 + D2)
= 0, 323, (B.8)
ou` D1 et D2 sont les diame`tres inte´rieur et exte´rieur du tore.
C. PRE´SENTATION DES TUBES POUR L’E´TUDE DES
BULLES INFINIES
Les caracte´ristiques des tubes sont pre´sente´es sur les tableaux C.1 a` C.4. Le tableau C.1 concerne
les tubes de section circulaire. De gauche a` droite, nous pre´sentons le rayon des tubes puis le
pe´rime`tre et la surface de la section des tubes. Les 2 tableaux suivant concernent respectivement
les tubes a` base carre´e et triangulaire. La quatrie`me colonne de ces tableaux pre´sente le rayon
e´quivalent de chaque tube. Les dimensions des tubes rectangulaires sont pre´sente´es sur le tableau
C.4. La premie`re colonne de´signe la largeur l de la section du tube rectangulaire puis nous avons
reporte´ l’e´paisseur h de cette section, le pe´rime`tre et la surface de la section et enﬁn le rayon
e´quivalent Requ.
Rayon Pe´rime`tre Surface
R (.10−3 m) P (.10−3 m) S (.10−6 m2)
1,7 10,7 9,1
1,8 11,3 10,2
2,0 12,6 12,6
2,5 15,7 19,6
2,7 17,0 22,9
3,4 21,4 36,3
3,8 23,9 45,4
3,9 24,5 47,8
4,5 28,3 63,6
5,0 31,4 78,5
5,4 33,9 91,6
6,1 38,3 116,9
7,8 49,0 191,1
8,0 50,2 201,0
8,8 55,3 243,3
10,0 62,8 314,16
10,2 64,1 326,8
12,8 80,4 514,7
12,9 81,1 522,8
15,0 94,2 706,9
18,0 113,1 1 017,9
40,0 251,3 50 26,5
86,0 540,3 23 235,0
Table C.1: Caracte´ristiques ge´ome´triques des tubes cylindriques
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Cote´ Pe´rime`tre Surface Rayon e´quivalent
Cc (.10−3 m) P (.10−3 m) S (.10−6 m2) Requ (.10−3 m)
0,5 2,0 0,25 0,3
0,9 3,6 0,8 0,5
1,5 6,0 2,2 0,8
1,9 7,6 3,6 1,1
2,5 10,0 6,2 1,4
2,9 11,6 8,4 1,6
3,0 12 9,0 1,7
3,4 13,6 11,6 1,9
4,0 16,0 16,0 2,3
4,5 18,0 20,2 2,5
5,0 20,0 25,0 2,8
5,4 21,6 29,2 3,0
5,5 22,0 30,2 3,1
6,0 24,0 36,0 3,4
6,5 26,0 42,2 3,7
7,0 28,0 49,0 3,9
7,5 30,0 56,2 4,2
8,0 32,0 64,0 4,5
8,4 33,6 70,6 4,7
8,5 34,0 72,2 4,8
9,0 36,0 81,0 5,0
9,5 38,0 90,2 5,4
10,0 40,0 100,0 5,6
10,3 41,2 106,1 5,8
10,9 43,6 118,8 6,1
11,2 44,8 125,4 6,3
12,0 48,0 144,0 6,8
13,0 52,0 169,0 7,3
20,0 80,0 400,0 11,3
25,0 100,0 625,0 14,1
31,0 124,0 961,0 17,5
40,0 160,0 1 600,0 22,6
50,0 200,0 2 500,0 28,2
100,0 400,0 10 000,0 56,4
150,0 600,0 22 500,0 84,6
200,0 800,0 40 000,0 112,8
Table C.2: Caracte´ristiques ge´ome´triques des tubes a` base carre´e
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Cote´ Pe´rime`tre Surface Rayon e´quivalent
Ct (.10−3 m) P (.10−3 m) S (.10−6 m2) Requ (.10−3 m)
1,0 3,0 0,9 0,5
1,6 4,8 2,2 0,8
2,0 6,0 3,5 1,0
2,5 7,5 5,4 1,3
2,9 8,7 7,3 1,5
3,3 9,9 9,4 1,7
4,0 12,0 13,9 2,1
4,6 13,8 18,3 2,4
5,1 15,3 22,5 2,7
5,6 16,8 27,1 2,9
6,3 18,9 34,4 3,3
6,7 20,1 38,9 3,5
7,5 22,5 48,7 3,9
8,2 24,6 58,2 4,3
8,8 26,4 67,0 4,6
9,3 27,9 74,9 4,9
10,0 30,0 86,6 5,2
10,2 30,6 90,1 5,4
10,8 32,4 101,0 5,7
11,5 34,5 114,5 6,0
12,0 36,0 124,7 6,3
12,4 37,2 133,1 6,5
13,0 39,0 146,4 6,8
13,9 41,7 167,3 7,3
14,8 44,4 189,7 7,8
15,2 45,6 200,1 8,0
15,7 47,1 213,5 8,2
16,1 48,3 224,5 8,5
16,4 49,2 232,9 8,6
17,0 51,0 250,3 8,9
17,2 51,6 256,2 9,0
17,9 53,7 277,5 9,4
18,2 54,6 286,9 9,6
18,9 56,7 309,3 9,9
19,0 57,0 312,6 10,0
19,7 59,1 336,1 10,3
20,4 61,2 360,4 10,7
20,7 62,1 371,1 10,9
24,4 73,2 515,6 12,8
25,0 75,0 541,3 13,1
40,0 120,0 1 385,6 21,0
50,0 150,0 2 165,1 26,3
81,0 243,0 5 682,0 42,5
100,0 300,0 8 660,3 52,5
140,0 420,0 16 974,0 73,5
150,0 450,0 19 486,0 78,7
200,0 600,0 34 641,0 105,0
Table C.3: Caracte´ristiques ge´ome´triques des tubes a` base triangulaire
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largeur e´paisseur Pe´rime`tre Surface Rayon e´quivalent
l (.10−3 m) h (.10−3 m) P (.10−3 m) S (.10−6 m2) Requ (.10−3 m)
300 100 800 30 000 97,7
200 50 500 10 000 56,4
200 30 460 6 000 43,7
200 22 444 4 400 37,4
200 20 440 4 000 35,7
200 10 420 2 000 25,2
180 22 404 3 960 35,5
160 22 364 3 520 33,5
140 22 324 3 080 31,3
120 22 284 2 640 29,0
100 50 300 5 000 39,9
100 22 244 2 200 26,5
90 40 260 3 600 33,9
80 22 204 1 760 23,7
60 22 164 1 320 20,5
40 30 140 1 200 19,5
40 22 124 880 16,7
40 20 120 800 16,0
20 22 84 440 11,8
Table C.4: Caracte´ristiques ge´ome´triques des tubes a` base rectangulaire
D. DE´TAILS COMPLE´MENTAIRES DE CALCUL POUR
L’E´TUDE DE LA BULLE VISQUEUSE DANS UN TUBE
DE SECTION RECTANGULAIRE
Nous de´taillons les calculs pre´sente´s section 5.2.2.
Nous conside´rons donc le potentiel des vitesses, solution de l’e´quation de Laplace φ = 0,
exprime´ dans les coordonne´es carte´siennes (x, y, z) pre´sente´es lors du cas non-visqueux (voir
section 5.1.2) :
φ = Ub y + A(Rx, Rz) eky cos kx + B(Rx, Rz) emy cosmz, (D.1)
ou` les diﬀe´rents coeﬃcients sont de´termine´s par les conditions aux limites du proble`me.
La condition visqueuse (4.11) s’e´crit :
d[(τ · n) · n] = ρg dy + µU · dl. (D.2)
L’e´coulement e´tant conside´re´ comme potentiel malgre´ la viscosite´, on a U = gradφ =
gradφ = 0 et la de´termination des conditions visqueuses a` la surface de la bulle revient a`
calculer la variation de pression dp = d[(τ · n) · n].
Pour cela nous devons exprimer la vitesse U de l’e´coulement aﬁn de calculer le tenseur des
contraintes visqueuses τ = µ (gradU+ tgradU) et connaˆıtre la forme de la bulle pour de´terminer
le vecteur normal n a` la surface.
On rappelle la forme de la bulle issue de l’e´tude de la section 5.1.2 :

x =
√
8
k+m/tan2θ
√
y = f(θ, y)
y = y = g(θ, y)
z =
√
8
k tan2θ+m
√
y = h(θ, y)
(D.3)
ou` θ est l’angle entre l’axe des z et les lignes de courant dans le plan (x, z). La surface est donc
une nappe parametre´e par (θ, y) de la forme :

x = f(θ, y)
y = g(θ, y)
z = h(θ, y)
(D.4)
On de´ﬁni donc des vecteurs directeurs du plan tangent a la bulle en (x, y, z), i.e. en (θ, y) :
t1 =

∂f∂θ∂g
∂θ
∂h
∂θ

 (D.5)
et
t2 =


∂f
∂y
∂g
∂y
∂h
∂y

 (D.6)
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Un vecteur perpendiculaire a` la surface de la bulle est de´ﬁni comme n∗ = t1 ∧ t2 :
n∗ =


∂g
∂θ
∂h
∂y − ∂h∂θ ∂g∂y
∂h
∂θ
∂f
∂y − ∂f∂θ ∂h∂y
∂f
∂θ
∂g
∂y − ∂g∂θ ∂f∂y

 (D.7)
Or g(θ, y) = y, d’ou` : ∂g/∂θ = 0 et ∂g/∂y = 1. On peut alors e´crire :
n∗ =

 −
∂h
∂θ
∂h
∂θ
∂f
∂y − ∂f∂θ ∂h∂y
∂f
∂θ

 (D.8)
Les composantes de n∗ sont :
n∗x =
√
8y k
1
(m + k tan2 θ)3/2
tan θ
cos2 θ
, (D.9)
n∗y = −4
1
m + k tan2 θ
tan θ
cos θ sin θ
, (D.10)
n∗z =
√
8ym
1
(k + m/ tan2 θ)3/2
1
tan θ
1
sin2 θ
. (D.11)
Le vecteur normal a` la surface de la bulle est n = n∗/
∥∥n∗∥∥, on doit donc calculer ∥∥n∗∥∥, norme
du vecteur n∗ :
∥∥n∗∥∥ =√(n∗x)2 + (n∗y)2 + (n∗z)2. (D.12)
En remplac¸ant les expressions des composantes, e´quations (D.9), (D.10) et (D.11) de n∗ dans
l’e´quation (D.12), on obtient :
∥∥n∗∥∥ =
√
8
m + k tan2 θ
1
cos2 θ
√
2 + y
(
k2
k + m/ tan2 θ
+
m2
m + k tan2 θ
)
. (D.13)
La composante de n selon x est nx = n∗x/
∥∥n∗∥∥ :
nx =
k
√
y√
2 (k + m/ tan2 θ) + y (k2 + m2/ tan2 θ)
, (D.14)
de meˆme :
ny =
−√2√
2 + y
(
k2
k+m/ tan2 θ
+ m2
m+k tan2 θ
) (D.15)
et
nz =
m
√
y√
2 (m + k tan2 θ) + y (m2 + k2 tan2 θ)
. (D.16)
Pour la suite du calcul, on pose :
K =
1
k + m/ tan2 θ
(D.17)
et
M =
1
m + k tan2 θ
. (D.18)
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On de´veloppe ensuite le vecteur n au premier ordre autour du sommet de la bulle :
nx =
k
√
y√
2/K + y (k2 +m2/ tan2 θ)
(D.19)
D’ou` :
nx =
√
2
2
√
K k
√
y. (D.20)
De la meˆme manie`re, on a :
ny = −1 + 14 y (k
2 K + m2 M) (D.21)
nz =
√
2
2
√
M m
√
y. (D.22)
Nous nous concentrons maintenant sur le calcul du tenseur des contraintes visqueuses
τ = µ(gradU +t gradU).
gradU =


∂ux
∂x
∂ux
∂y
∂ux
∂z
∂uy
∂x
∂uy
∂y
∂uy
∂z
∂uz
∂x
∂uz
∂y
∂uz
∂z

 (D.23)
On a donc une expression pour le tenseur des contraintes visqueuses τ :
τ =


2∂ux∂x
∂ux
∂y +
∂uy
∂x
∂ux
∂z +
∂uz
∂x
∂ux
∂y +
∂uy
∂x 2
∂uy
∂y
∂uy
∂z +
∂uz
∂y
∂ux
∂z +
∂uz
∂x
∂uy
∂z +
∂uz
∂y 2
∂uz
∂z

 (D.24)
Les composantes du vecteur vitesse sont issues de la de´ﬁnition du potentiel des vitesses :
U = gradφ(x, y, z), on a donc :


ux = ∂φ∂x = −Ak eky sin kx
uy = ∂φ∂y = Ub +Ak e
ky cos kx + Bmemy cosmz
uz = ∂φ∂z = −Bmemy sinmz
(D.25)
Comme x ∼ √y et z ∼ √y, pour pouvoir de´velopper le tenseur des contraintes visqueuses a`
l’ordre 1 en y autour du sommet de la bulle, il faut de´velopper ces composantes de la vitesse
a` l’ordre 3 en x et z et a` l’ordre 2 en y. En rappelant que Ub + Ak + Bm = 0, e´quation (5.13)
toujours valable dans ce cas, on obtient :


ux = −Ak2 x−Ak3 xy + 16Ak4 x3
uy = (Ak2 + Bm2) y − 12 (Ak4 x2 + Bm4 z2) y + 12 (Ak3 + Bm3) y2 − 12 Ak3 x2 − 12 Bm3 z2
uz = −Bm2 z −Bm3 yz + 16Bm4 z3
(D.26)
Comme Ak2 = Bm2, e´quation (5.9), le calcul du tenseur des contraintes visqueuses conduit a` :
τ = Ak2µ

−2 + k2x2 − 2ky −2kx 0−2kx 4− k2x2 −m2z2 + 2(k + m)y −2mz
0 −2mz −2 + m2z2 − 2my

 (D.27)
En re´e´crivant les expressions de x et z en fonction de
√
y, e´quations (D.3), avec la de´ﬁnitions
de K et M, e´quations (D.17) et (D.17), on a :
x2 = 8K y, (D.28)
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z2 = 8M y, (D.29)
et on obtient :
τ = 2Ak2µ

−1 + k(4kK − 1)y −2
√
2
√
Kk
√
y 0
−2√2√Kk√y 2 + (k + m− 4k2K − 4m2M)y −2√2m√M√y
0 −2√2m√M√y −1 + m(4mM − 1)y


(D.30)
La de´termination de (τ · n) · n, apre`s quelques calculs fastidieux, oﬀre le re´sultat suivant :
(τ · n) · n = 4Ak2µ + µAk2(2k − 3k2K + 2m− 3m2M) y (D.31)
La variation de pression dp = d[(τ · n) · n] a` la surface de la bulle est alors de :
d[(τ · n) · n] = Ak2µ [k(2 − 3kK) + m(2− 3mM)] dy (D.32)
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RE´SUME´
L’objet de cette the`se est d’e´tudier expe´rimentalement et the´oriquement les re´gimes permanents
et oscillants observe´s lors de la vidange et du remplissage de re´servoirs.
La premie`re partie concerne l’e´tude de la vidange continue d’un tube par l’interme´diaire d’une
bulle inﬁnie (bulle de Dumitrescu-Taylor). L’e´tude expe´rimentale de la dynamique de ces bulles
est mene´e en fonction de la forme de la section du tube, de la viscosite´ et de la tension de
surface. Dans le domaine des grands nombres de Reynolds, la longueur pertinente pour l’´etude
de la dynamique s’ave`re eˆtre le pe´rime`tre mouille´ tandis qu’a` faible nombre de Reynolds, c’est
la surface de la section qui pilote la dynamique.
La seconde partie est consacre´e a` l’e´tude aux temps longs (re´gime permanent) du remplissage
et de la vidange de re´servoirs cylindriques. On montre expe´rimentalement que les bulles inﬁnies
jouent un roˆle central dans les processus de vidange et de remplissage de re´servoirs.
Le temps court des oscillations, i.e. la pe´riode d’apparition des bulles d’air, est ensuite e´tudie´
dans les deux conﬁgurations vidange-remplissage. Dans le cas de la vidange, le roˆle de la poche
d’air compressible pre´sente au fond du tube est mis en e´vidence ; ce phe´nome`ne s’apparente au
"glouglou" de la bouteille que l’on vide. Dans le cas du remplissage, on montre la pre´sence d’un
oscillateur de nature diﬀe´rente.
TITLE : Dynamics of large bubbles in tubes : application to emptying and ﬁlling tanks
ABSTRACT
The object of this thesis is a theoretical and experimental study of ﬁlling and draining process
of tanks.
The ﬁrst part deals with the experimental study of the draining of vertical tubes of diﬀerent
cross sections by long bubbles. Several scaling laws for the dynamic of this bubble are found :
in the high-Reynolds number domain, the perimeter of the normal cross section is shown to be
the relevant lenght for bubble dynamic. In the low-Reynolds number range, the relevant square
lenght is the area of the normal cross section. Theoretically, a local approach, based on the
structure of the ﬂow at the stagnation point does account for the behaviors observed.
The second part is dedicated to the study of ﬁlling and draining time to reach the equilibrium
state. We show experimentally that long bubble dynamic is the relevant phenomenon for this
two conﬁgurations.
Periodic emission of bubbles which occurs during ﬁlling and draining process is studied in the
third part. In case of draining process, the importance of the compressibility of the air pocket
in the tank is shown : this phenomenon is similar to the "Gluglug" of a draining bottle. In the
ﬁlling case, Physical laws describing periodic emission of bubbles shows signiﬁcant diﬀerences
exist between the two conﬁgurations.
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